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Egzamin maturalny z matematyki

Kryteria oceniania odpowiedzi - poziom podstawowy

Zadanie 1. (0-1)

Poprawna
odpowiedz
. : . (1p.)
Obszar standardow Opis wymagan Wersja | Wersja
arkusza | arkusza
A B
Wykorzystanie Wykorzystanie pojg¢cia wartosci
1 interpretowanie reprezentacji | bezwzgledne;j 1 jej interpretacji
geometrycznej do wskazania zbioru A D
rozwigzan nierdwnosci typu |x — a| <b
(IL.1.9)
Zadanie 2. (0-1)
Modelowanie matematyczne | Zastosowanie pojecia procentu (II1.1.d) B C
Zadanie 3. (0-1)
Wykorzystanie i tworzenie Wykonanie obliczen z zastosowaniem
informacji wzorow na logarytm iloczynu, logarytm B C
ilorazu 1 logarytm potegi o wyktadniku
naturalnym (I.1.h)
Zadanie 4. (0-1)
Wykorzystanie i tworzenie Rozwigzanie uktadu rownan liniowych C A
informacji (I.3.¢)
Zadanie 5. (0-1)
Wykorzystanie Wykorzystanie interpretacji
1 interpretowanie reprezentacji | wspotczynnikow we wzorze funkcji D A
liniowej (I1.4.g)
Zadanie 6. (0-1)
Wykorzystanie Odczytanie ze wzoru funkcji kwadratowe;j
1 interpretowanie reprezentacji | wspoirzednych wierzchotka paraboli D C
(I.4.b)
Zadanie 7. (0-1)
Wykorzystanie i tworzenie Postugiwanie si¢ wzorami skréconego C B
informacji mnozenia (1.2.a)
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Zadanie 8. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Badanie prostopadtosci prostych na
podstawie ich rownan kierunkowych
(I1.8.¢)

Zadanie 9. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Wykorzystanie wspotczynnikow we
wzorze funkcji liniowej do okreslenia
potozenia prostej w uktadzie
wspotrzednych (11.4.g)

Zadanie 10. (0-1)

Wykorzystanie i tworzenie
informacji

Rozwigzanie nierownosci liniowe;j
1 wskazanie najmniejszej liczby
spetiajacej te nieréwnos¢ (1.3)

Zadanie 11. (0-1)

Wykorzystanie i tworzenie
informacji

Wykorzystanie wykresu funkcji
y=f(x) do wskazania wykresu funkcji

typu y=f(x+a), y=f(x-a),
y=—f(x), y:f(—x) (1.4.d)

Zadanie 12. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Wykorzystanie wtasnosci ciggu
geometrycznego (11.5.c)

Zadanie 13. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Wykorzystanie wiasnosci ciggu
arytmetycznego (I1.5.c)

Zadanie 14. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Zastosowanie prostych zwigzkow miedzy
funkcjami trygonometrycznymi kata
ostrego do obliczenia warto$ci wyrazenia
(1L.6.c)

Zadanie 15. (0-1)

Wykorzystanie i tworzenie
informacji

Wykorzystanie zwigzkéw miedzy katem
wpisanym i §rodkowym (I.7.a)

Zadanie 16. (0-1)

Wykorzystanie i1 tworzenie
informac;ji

Rozwigzanie rownania wielomianowego
(1.3.d)
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Zadanie 17. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Obliczanie odleglosci punktéw na
ptaszczyznie i obwodu rombu (I1.8.e)

Zadanie 18. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Wykorzystanie wspotrzednych srodka
odcinka do wyznaczenia jednego z
koncéw tego odcinka (I1.8.1)

Zadanie 19. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Postugiwanie si¢ rownaniem okrggu
(x — a)2 + (y —b)2 =7 (11.8.g)

Zadanie 20. (0-1)

Wykorzystanie i tworzenie
informacji

Wyznaczanie zwigzkoOw miarowych
w wieloscianie (1.9.b)

Zadanie 21. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Wyznaczanie zwigzkow miarowych
w brytach obrotowych (I1.9.b)

Zadanie 22. (0-1)

Modelowanie matematyczne

Stosuje twierdzenie znane jako klasyczna
definicja prawdopodobienstwa do
obliczania prawdopodobienstw zdarzen
(I11.10.d)

Zadanie 23. (0-1)

Wykorzystanie i tworzenie
informacji

Wykonywanie obliczen na liczbach
rzeczywistych, w tym obliczen na
pierwiastkach (I.1.a)

Zadanie 24. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Obliczanie mediany uporzadkowanego
zestawu danych (I1.10.a)

Zadanie 25. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Wykorzystanie zwigzkéw miarowych w
graniastostupie do obliczenia jego
objetosci (11.9.b)
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Schemat oceniania do zadan otwartych

Zadanie 26. (0-2)

Rozwiaz réwnanie x° +2x° —8x—16=0.

Wykorzystanie Rozwigzanie réwnania wielomianowego metoda rozkltadu
1 interpretowanie na czynniki (I1.3.d)
reprezentacji

I spos6b rozwiazania (metoda grupowania)
Przedstawiamy lewa stron¢ réwnania w postaci iloczynu stosujac metod¢ grupowania
wyrazow:

x(x*=8)+2(x’-8)=0  lub  x*(x+2)-8(x+2)=0
(x+2)(x*-8)=0.
Stad x=-2 lub x=—/8 =—22 lub x=+/8=2/2.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Z.dAaJACY OLTZYIMUJE ..uueeerierissnrresssssnresssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 1 pkt

gdy zapisze lewa stron¢ rownania w postaci iloczynu, np.: (x + 2) (x2 — 8) ,
(x + 2) (x ~8 ) (x +/8 ) , przy czym posta¢ ta musi by¢ otrzymana w sposob poprawny i na
tym poprzestanie lub dalej popetni biedy.

V0 B Y ET0 010 972 1111 2 pkt

gdy wyznaczy bezblednie wszystkie rozwigzania rownania: x=-2, x = —J8 , X = J8.

I1 sposéb rozwiazania (metoda dzielenia)
Stwierdzamy, Ze liczba —2 jest pierwiastkiem wielomianu x° +2x° —8x—16. Dzielimy

wielomian x° +2x* —8x—16 przez dwumian (x+2). Otrzymujemy iloraz (x2 —8).
Zapisujemy roOwnanie w postaci (x + 2)(x2 - 8) =0. Stad (x+ 2)(x+ \/§)(x_\/§) =0
i x=-2lub x=—/8=-2V2 lub x=8=2V2.

Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania
2.dajacy OIIZYMUJE ...eeeeerverecsseresssrncsssnecsssnecssssesssnesssssesssssesssssssssssssssssses 1 pkt

gdy podzieli wielomian x* +2x* —8x—16 przez dwumian (x+2), otrzyma iloraz (x2 - 8)

1 na tym poprzestanie lub dalej popeini btedy.

Z.daJaCY OLTZYIMUJE ceverervresrersssressassssnsssssssssossssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssssss 2 pkt

gdy wyznaczy bezbtednie wszystkie rozwigzania rownania: x =2, x = /8 , X = J8.



6 Egzamin maturalny z matematyki
Kryteria oceniania odpowiedzi - poziom podstawowy

Zadanie 27. (0-2)

Kat o jestostry i sina = 7 . Oblicz warto$¢ wyrazenia sin’ ¢ —3cos’ « .

Wykorzystanie Zastosowanie prostych zwigzkow miedzy funkcjami
1 interpretowanie trygonometrycznymi kata ostrego do obliczenia wartos$ci
reprezentacji wyrazenia (I11.6.c)

I sposéb rozwiazania (wykorzystanie znanych wartosci funkcji trygonometrycznych)

Poniewaz « jest ostry i sina = 73 , wiec a =60°. Zatem cosa = cos60° = %

2 2
Stad Sinza—3cosza=[§J —3(lj =0.

2

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Z.daJACY OLIZYMUJE ..ueevereerernrrcssssanresssssssssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt

gdy zapisze wartos$¢ cosinusa kata o : cosa = ) 1 na tym poprzestanie lub dalej popetni

btedy.
Z.dajacy OLrZYMUJE .ccceeeecvuercssnrecssnnecssseecsssnecssssesssssssssssssssecsssssssssssssssnes 2 pkt
gdy obliczy, ze sin’ @ —3cos’ a =0.

11 sposob rozwigzania (wykorzystanie zwigzkéw migdzy funkcjami trygonometrycznymi)

\/g 2

Obliczamy sin’ o = (7] = nastepnie korzystajac z tozsamosci sin® a +cos’ a =1

obliczamy cos’ & = %, stad sin’ @ —3cos’ a =0

albo
korzystajgc z tozsamosci sin” o +cos” a =1, przeksztatcamy wyrazenie sin® & —3cos’ «
do postaci 4sin® & —3, a nastgpnie obliczamy jego warto$é: 4sin” ¢ —3=0.

Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania
Z.dajacy OtTZYINUJE ..cceeeeecvurressnrecssareossssesssssosssssosssssossssssssssssssssssssssssssses 1 pkt

gdy:

e obliczy cos’ « :%

albo
e  zapisze wyrazenie w postaci sin” o — 3(1 —sin’ a)
1 na tym poprzestanie lub dalej popeini biedy.

Z.daJACY OLTZYMUJE .cuevvereercrnrrcssssarressssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2 pkt
gdy obliczy, ze sin’ @ —3cos’ a =0.
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111 sposob rozwiazania (trojkat prostokatny)

x\/g 2x

b

2
Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy b” = (2)c)2 - (x/gx) ,wiec b=x.

2 2
Stad cosa:l:l,wi@c sin—3cos’ar=| = | —3[ L) Zo.
2x 2

Schemat oceniania III sposobu rozwiazania

2.dajacy OtTZYMUJE ..eeeeecrverecsreressnrcsssnsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssssssses 1 pkt

gdy:

e narysuje trojkat prostokatny o przyprostokatnej dtugosci V3 i przeciwprostokatne;j
dhugosci 2 (lub ich wielokrotnos$ci), obliczy dlugos¢ drugiej przyprostokatnej, zaznaczy
w tym trojkacie poprawnie kat, obliczy cosinus tego kata i na tym zakonczy lub dalej
popeinia btedy

albo

e obliczy dlugos$¢ przyprostokatnej trojkata prostokatnego o przyprostokatnej dugosci NE)
1 przeciwprostokatnej dtugosci 2 (lub ich wielokrotnosci) z bledem rachunkowym,
obliczy cosinus tego kata cosa (o ile otrzymana warto$¢ jest dodatnia i mniejsza od 1)

i konsekwentnie obliczy warto$¢ wyrazenia sin’ & —3cos’ o .

2.dajacy OtTZYMUJE ..eeeeeevverecssercssnncsssrssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssses 2 pkt
gdy obliczy warto$¢ sin’ @ —3cos’a =0.

Zadania 28. (0-2)

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z takich, ze x+ y+z=0, prawdziwa
jest nierowno$¢ xy + yz+zx <0.

. . . . 2
Mozesz skorzysta¢ z tozsamosci (x +y+ z) =x’+ y2 +2° + 2xy+2xz+2yz.

Rozumowanie i argumentacja | UZasadnienie prawdziwosci nierownosci algebraiczne;
(V.2.b)

I sposdb rozwiazania
Podnosimy obie strony rownosci x+ y+z =0 do kwadratu i otrzymujemy réwnos¢

rOwnowazng
x? +y2 + 22 +2xy+2xz+2yz=0.
Stad
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R Y
xy+xz+yz-—§(x +y°+z )

2

Poniewaz suma kwadratow liczb x, y, z jest nieujemna, wigc —E(x + y2 + Zz) <0, czyli

xy+yz+zx <0, co konczy dowdd.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Z.dajacy OtTZYIUJE ..eeeeeevurrescnricssnrecsssnesssssesssssossssrssssssssssssssssssssssssssnns 1 pkt
gdy podniesie obie strony rownosci x+ y+z =0 do kwadratu i zapisze np.
Xy+xz+yz= —lx2 —ly2 —lz2 lub 2xy+2xz+2yz = —x? —y2 —z?
2 2 2

i na tym dowod zakonczy nie uzasadniajac znaku wyrazenia —%xz —% y2 _%22 lub

2 2 2
X" —y- -z
Z.daJACY OLIZYMUJE ..ueeerreercvnrrcssssasressssssssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2 pkt

gdy przeprowadzi pelny dowod.

11 sposéb rozwiazania
Z réwnosci x + y+z =0 wyznaczamy jedng z liczb, np. z=-x-—y. Wtedy otrzymujemy

xy+xz+yz:xy+x(—x—y)+y(—x—y):xy—xz—xy—xy—y2 =

=—xt—xy-y? :—( 2+xy+y2).

Wyrazenie X2 +xy+ y2 traktujemy jak trojmian kwadratowy zmiennej x. Wowczas jego
wyroznik jest rowny A= y2 -4-1 y2 =3 y2 <0. To, wraz z dodatnim znakiem
wspotczynnika przy x2, oznacza, ze trojmian przyjmuje jedynie warto$ci nieujemne, czyli

x2+xy+y2 >0. Stad xy+xz+yz:_(x2 +xy+y2)go,
Al - 7 . 2 ’ .
Mozemy rownicz zauwazy¢, 7 x*+xy-+y’ Z(x+%y ) +3y7. Jest to suma dwoch liczb

nieujemnych, a wiec jest nieujemna. Stad xy+ xz + yz = —(x2 +xy + yz) <0.

2 1

+xy+yt=1x? +—(x+y)2+%y2. Jest to suma trzech

Mozemy réwniez zauwazyC, ze x 5 3

2

liczb nieujemnych, a wigc jest nieujemna. Stad xy+xz+ yz = —( +xy+ yZ) <0.

To koniczy dowod.
Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania

2.dajacy OtTZYMUJE ..eeeecevverecsseressnncsssresssssssssssesssssosssssssssssssssssssssssssssssses 1 pkt
gdy wyznaczy z réwnosci x+y+z=0 jedng z liczb i zapisze wyrazenie Xxy+xz+ )z

w zalezno$ci od dwodch zmiennych, np. zmiennych x 1 y: xy+xz+yz= —x - Xy — y2
1 na tym dowdd zakonczy nie uzasadniajgc znaku wyrazenia X - Xy — y2 .

Z.daJACY OLTZYMUJE ..ceveeriersrnrrcssssssresssssssscssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass 2 pkt
gdy przeprowadzi pelny dowdd.
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Zadania 29. (0-2)
Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f(x) okreslonej dla x € (-7,8).

-~

oY

-

©

4
4

—
—_
—_
—

- ~

Odczytaj z wykresu 1 zapisz:

a) najwieksza warto$¢ funkcji f,
b) zbidr wszystkich argumentdw, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci ujemne.

Wykorzystanie Odczytywanie z wykresu funkcji zbioru jej wartosci oraz
1 interpretowanie przedziatow w ktorych funkcja przyjmuje wartosci ujemne
reprezentacji (I.4.b)

Rozwiazanie
Odczytujemy z wykresu najwigksza wartos¢ funkcji /. Jest ona rowna 7.

Podajemy zbidr tych wszystkich argumentdéw, dla ktorych funkcja f* przyjmuje warto$ci
ujemne: (-3,5).

Schemat oceniania

Z.daJACy OLTZYINUJE cceueerersurressnrecssarecsssnessssessssnossssnsssssssssssssssssssssssessnss 1 pkt

gdy:

e poda najwicksza warto$¢ funkcji: 7 1 nie poda zbioru tych wszystkich argumentéw, dla
ktorych funkcja f przyjmuje wartosci ujemne

albo

e poda zbior tych wszystkich argumentow, dla ktorych funkcja f przyjmuje wartosci

ujemne: (—3,5) 1 nie poda najwiekszej wartosci funkcji f.
Uwaga
Akceptujemy zapisy: x €(=3,5) lub -3<x<5 lub x>-3 i x<5

lub x>-3, x<5.

Z.daJACY OLTZYIMUJE ..cueuveriersrrarrecsssarecssssassesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2 pkt
gdy poda najwigksza wartos¢ funkcji oraz poda zbior tych wszystkich argumentow, dla

ktorych funkcja / przyjmuje wartosci ujemne: 7, (=3,5).

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu sie matematyki
W rozwigzaniu podpunktu b) akceptujemy zapisy: x €(5,-3), x€(3,5), x€(3,-5).
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Zadania 30. (0-2)

Rozwigz nieréwno$¢ 2x*> —7x+52>0.

Wykorzystanie
1 interpretowanie Rozwigzanie nierownos$ci kwadratowej (I1.3.a)
reprezentacji

Rozwiazanie
Rozwigzanie nieréwnos$ci kwadratowej sklada si¢ z dwoch etapow.

Pierwszy etap rozwiazania:
Znajdujemy pierwiastki trojmianu kwadratowego 2x° —7x+5
e obliczamy wyrdznik tego tréjmianu:
: 7-3 7+3 5
A=49-4-2-5=9 istad x,=——=1 oraz x, =——=—
4 4 2
albo

e stosujemy wzory Viete’a:
5 7 5
X, X, =— oraz x, +x, =7 stad x, =1 oraz x, =3

albo
e podajemy je bezposrednio, np. zapisujac pierwiastki trojmianu lub postac iloczynowa
trojmianu lub zaznaczajac je na wykresie

x =1, x, :2% lub 2(x—1)(x—§)

Drugi etap rozwigzania:
! |

Podajemy zbidr rozwigzan nieréwnosci: (—oo, N <§, +0) lub x e (—oo, N <§, +00) lub (

x<I1 lube%).

Schemat oceniania
Z.dajacy OtFZYMUJE ..cceeeveerseecsaeessresssnnssassssesssncsssesssnsssassssassssessassssaassns 1 pkt
gdy:
e zrealizuje pierwszy etap rozwigzania i na tym poprzestanie lub blednie zapisze zbior
rozwigzan nierownosci, np.
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® obliczy lub poda pierwiastki trojmianu kwadratowego x, =1, x, zg 1natym

poprzestanie lub btgdnie zapisze zbidr rozwigzan nierownosci,
® zaznaczy na wykresie miejsca zerowe funkcji f(x)=2x"—-7x+5

1 na tym poprzestanie lub blednie zapisze zbior rozwigzan nierownosci,
10 4

® roztozy trojmian kwadratowy na czynniki liniowe, np. 2[x —Xj(x —Zj ina

tym poprzestanie lub btgdnie rozwigze nierownos¢,

® zapisze nierOwWnos¢ |x —% 2% 1 na tym poprzestanie lub blednie zapisze zbiodr
rozwigzan nierownosci,
albo
® realizujac pierwszy etap popetni btad (ale otrzyma dwa rézne pierwiastki)
1 konsekwentnie do tego rozwigze nierdwnos¢, np.
® popelni btad rachunkowy przy obliczaniu wyrdznika lub pierwiastkow
trojmianu kwadratowego 1 konsekwentnie do popetnionego btedu rozwigze
nierdwnosc¢,
® blednie zapisze rownania wynikajace ze wzorow Viete’a, np.: x, - x, = —% oraz
X, +Xx, =% 1 konsekwentnie do popetnionego btgdu rozwigze nierdownosc,
) . . ,, 7.3 . ) .
® blednie zapisze nierdwnos$¢, np. x+Z ZZ 1 konsekwentnie do popelnionego
btedu rozwigze nierownos¢.
2.dajacy OtTZYMUJE ...eeeeerveressrercsssnncssanssssassssssssssssssssssssssssssssssssssasssssssses 2 pkt
gdy:
® poda zbior rozwigzan nierownosci: (—oo, Hu <§, +0) lub
xe (o0, 1)U (3, +90) Tub (x<1 1ubxz§),
albo
® sporzadzi ilustracj¢ geometryczng (o$ liczbowa, wykres) 1 zapisze zbior
rozwigzan nierdéwnosci w postaci: x <1, x> %
albo

® poda zbiér rozwigzan nierowno$ci w postaci graficznej z poprawnie
zaznaczonymi koncami przedziatow

o

1

=V

| -@—
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Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu sie matematyki

1. Akceptujemy sytuacje, gdy zdajacy poprawnie obliczy pierwiastki trojmianu x, =1, x, =§

1 Zzap1Sze€, np. X €| —0, — U—,+OO 5 oemaqctmsamm q 1Z rzepisywaniu
i zapi p Hu(s popetniajac ty ym blad przy przepisywani

jednego z pierwiastkow, to za takie rozwigzanie otrzymuje 2 punkty.
2. Jesli zdajacy pomyli porzadek liczb na osi liczbowej, np. zapisze zbior rozwigzan

nierownosci w postaci x € (—oo, %> v <l, +oo) , to otrzymuje 2 punkty.

Zadania 31. (0-2)
Wykaz, Ze liczba 6' —2-6” +10-6” jest podzielna przez 17.

Rozumowanie i argumentacja | Przeprowadzenie dowodu algebraicznego (V.1.g)

Rozwiazanie
Wytaczamy wspolny czynnik przed nawias 6 -(62 —2-6+ 10). Doprowadzamy do postaci
6™ -2-17.

Schemat oceniania rozwiazania

2.dajacy OtTZYMUJE .cueeeeerrurecssercssssncssssrsssssssssssesssssosssssssssssssssssssssssssssssses 1 pkt

gdy zapisze liczbe 6'” —2-6” +10-6” w postaci iloczynu, w ktérym jeden z czynnikéw jest

potegg 6", gdzie 80 <k <98, np. 6™ (62 -2-6+ 10) i na tym poprzestanie lub dalej popetnia
bledy.

2.dajacy OtTZYMUJE c.cuueeeerercssrercssnrcssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssssssses 2 pkt

gdy zapisze liczbe w postaci, w ktorej wida¢ podzielnos¢ przez 17 albo przeprowadzi
rozumowanie uzasadniajace podzielnos¢ przez 17.

Zadania 32. (0—4)

Punkt § jest srodkiem okrggu opisanego na trojkacie ostrokatnym ABC. Kat ACS jest trzy razy
wigkszy od kata BAS, a kat CBS jest dwa razy wigkszy od kata BAS. Oblicz katy tréjkata ABC.

C

Uzycie 1 tworzenie strategii Wyznaczanie zwigzkoéw miarowych w figurach plaskich
(IV.7.¢)




Egzamin maturalny z matematyki 13
Kryteria oceniania odpowiedzi - poziom podstawowy

I sposob rozwiazania
Poniewaz trojkat ABC jest ostrokatny, wigc srodek okregu opisanego na tym trojkacie lezy
wewnatrz tego trojkata. Niech « oznacza miarg kata BAS. Wowczas

|«<CBS|=2a i |[«ACS|=3a .
C

A
: 2N

A B

Kazdy z trojkatow ABS, BCS 1 CAS jest rOwnoramienny, wigc
|«ABS| =|«BAS|=a, |<BCS|=|«CBS|=2a,
Miary katow trojkata ABC sg wigc rowne
|«<BAC|=4a, |« CBA|=3a,
Suma miar katoéw trojkata jest rowna 180°, zatem
da+3a+5a=180°,
120 =180°,

a=15°.

< CAS|=|«¢ACS|=3a.

<ACB|=5a.

Wige |[«BAC|=4a =4-15°=60°,

«CBA|=3a =3-15°=45°,

<ACB|=5a=5-15°=75°.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA cevreerrrrrreessssanseossssnssosssssssesssssssssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 1 pkt

e Zapisanie miar katow BAS, ACS 1 CBS w zaleznosci od jednej zmiennej, np.: |<BAS | =a,
|«<CBS|=2a i |«ACS|=3a

albo

e wykorzystanie faktu, ze co najmniej dwa sposrod trojkatow ABS, BCS 1 CAS s3
réwnoramienne, np.: |<):ABS| = |<):BAS <):BCS| = |<):CBS <):CAS| = |<):ACS|.

b b

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP ....cccceveeverciuiirerciuinsensseinsnsssenssnnssssssseesssnens 2 pkt

e Zapisanie miar katoéw BAS, ACS 1 CBS w zaleznosci od jednej zmiennej, np.: |<):BAS | =a,
|«<CBS|=2a i [«ACS|=3a

oraz

e wykorzystanie faktu, ze co najmniej dwa sposrod trojkatow ABS, BCS 1 CAS s3
réwnoramienne, np.: |<):ABS| = |<):BAS <):BCS| = |<):CBS <):CAS| = |<):ACS|.

9 9

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania...........ceeeeieniissiniiisseicnennsennsenssencseessenes 3 pkt
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Zapisanie rOwnania z jedng niewiadomg pozwalajacego obliczy¢ miary katow trojkata
ABC, np.: 4a+3a+5a=180°.

ROZWIQZanie PEINe .....uuueiiiivvnriiniisnniiciissnnicnsssnnicssssnnicsssssnsessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 4 pkt
< CBA|=45°,

Obliczenie miar katow trojkata ABC: |<):BA C | =60°,

<ACB|=175°.

I1 sposdb rozwiazania
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Poniewaz trojkat ABC jest ostrokatny, wigc srodek okrggu opisanego na tym trojkacie lezy
wewnatrz tego trojkata.
Z twierdzenia o kacie sSrodkowym i wpisanym otrzymujemy

|«ASB| =2y +2z,

<BSC|=2a+2x,

«CSA|=2p+2y.
Suma katow w kazdym z trojkatow ABS, BCS 1 CAS jest rowna 180°, wigc otrzymujemy
uktad réwnan
a+y+(2y+2z)=180° i f+z+(2a+2x)=180°1 y+x+(25+2y)=180°.
Poniewaz f=2a 1 y=3a, wigc uktad mozemy zapisa¢ w postaci
a+y+(6a+2z)=180°1 2a+z+(2a+2x)=180° i 3o+ x+(4a+2y)=180°,
Ta+y+2z=180° 1 4a+2x+z=180°1 Ta+x+2y =180°.
Mnozac strony pierwszego rownania przez —2, drugiego przez 4 otrzymujemy
—14a-2y—4z=-360° i 16 +8x+4z=720°1 Taa+x+2y =180°.
Dodajac stronami otrzymujemy
9a +9x =540°,
a+x=060°,
czyli [«ABC|=60°. Zatem |<BSC|=120°.

180°-120

Trojkat BSC jest rownoramienny, wiec [«SBC| = |<SCB| = =30°, zatem

200=30°, czyli a=15°. Stad [« CBA|=45°,

<ACB|=175°.
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Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZANMA cuueeruensnensaensseesssenssnecssnsssassssesssnssssnssssssssssssassssesssasssassssassssasssssssassssassssasssssssasses 1 pkt

e Zapisanie miar katoéw BAS, ACS 1 CBS w zaleznosci od jednej zmiennej, np.: |<):BAS | =a,
|«<CBS|=2a i [«ACS|=3a

albo
e wykorzystanie zalezno$ci mi¢dzy katami srodkowymi ASB, BSC i ASC oraz odpowiednimi

katami wpisanymi i zapisanie uktadu co najmniej trzech réwnan, np.:
a+y+(2y+2z)=180° i f+z+(2a+2x)=180%1 y+x+(25+2y)=180°,
gdzie x =|«CAS|, y =|«ABS|, z=|«BCS|, B =|«CBS|, y =|xACS|.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ...ccccvvereccrrcrsricssnricssnrsssnressssnessssssssssesssnssssanns 2 pkt

e Zapisanie miar katéw BAS, ACS i CBS w zalezno$ci od jednej zmiennej, np.: |<IBAS | =a,
|«<CBS|=2a i |«ACS|=3a

oraz

e wykorzystanie zalezno$ci migdzy katami sSrodkowymi ASB, BSC, ASC oraz odpowiednimi
katami wpisanymi 1 zapisanie uktadu co najmniej trzech rownan z czterema
niewiadomymi, np.:
a+y+(6a+2z)=180°i 2a+z+(4a+2y)=180°i 3a+x+(4a+2y)=180°.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania..........ceeceeesennnnensecnsnensennseensecssnecsensaens 3 pkt
Obliczenie miary kata CAB: o +x=60°.

ROZWIQZanie PEINe .......uuiiouiiiiviiiniiiiiniininiinsniinsnnenssiesssicssssicssssssssssessssnossssnssssssssssssssssns 4 pkt
Obliczenie miar katow trojkata ABC: [<BAC|=60°, [« CBA|=45°, |«ACB|="75°.

Zadanie 33. (0—4)

Pole podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest rowne 100 cm’ a jego
pole powierzchni bocznej jest rowne 260 cm?. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

Uzycie 1 tworzenie strategii Wyznaczanie zwigzkow miarowych w wieloscianach.
(IV.9.b)
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Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Pole podstawy ostrostupa jest rowne 100, wiec a* =100 . Stad a=10.
Pole powierzchni bocznej jest rowne 260, wigc 4 -%ah =260. Stad 1 z poprzedniego wyniku

2-10h =260, wiec h=13.
Poniewaz trojkat EOS jest prostokatny, wiec

(ta) +H =1,

52+ H* =137,
H* =144,
H=12.

Objetosc ostrostupa jest zatem rowna
14 :%PPH :%-100-12 =400.

Odpowiedz: Objetosé ostrostupa jest rowna 400 cm’.

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA cvveerrrereensaenssuensaenssnesssnsssessssesssassssassssssssesssassssesssssssassssassssesssssssassssassssesssasssassss 1 pkt
Zdajacy obliczy dlugos$¢ krawedzi podstawy ostrostupa: a =10.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania ........c.ececveieccseicnieicssnccssencsssescsssessssssssssssess 3 pkt
Zdajacy obliczy wysokos$¢ ostrostupa: H =12.
Uwaga

Jezeli zdajacy obliczy wysokos$¢ Sciany bocznej 2 =13 i nie traktuje jej jako wysokos$ci
ostrostupa i na tym zakonczy, to otrzymuje 2 punkty. Jezeli natomiast przyjmuje, ze
obliczona wysokos$¢ §ciany bocznej jest wysokoscig ostrostupa, to otrzymuje co najwyzej
1 punkt za cale rozwigzanie.

ROZWIQZanie PeINe ........uicouiiiiiiiiniiiiinriininiicnnninsnninssiessnicssssiessssssssssessssnesssssssssssssssssssases 4 pkt
Zdajacy obliczy objetosé ostrostupa: ¥ =400 cm”.

Uwagi

1. Nie zwracamy uwagi na jednostki (zdajacy moze je pomingc).

2. Jezeli zdajacy przyjmie, ze pole powierzchni bocznej ostrostupa jest polem
powierzchni catkowitej, to moze otrzymac co najwyzej 1 punkt za cale rozwigzanie.
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3. Jezeli zdajacy przyjmie, ze pole powierzchni bocznej ostrostupa jest polem jednej
Sciany bocznej 1 konsekwentnie do tego bledu obliczy objetos¢ ostrostupa, to moze
otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

Zadanie 34. (0-5)

Dwa miasta taczy linia kolejowa o dlugosci 336 kilometréw. Pierwszy pociag przebyt te trasg
w czasie o 40 minut krotszym niz drugi pociag. Srednia predkosé pierwszego pociagu na tej
trasie byla o 9 km/h wigksza od $redniej predkosci drugiego pociggu. Oblicz $rednig
predkos¢ kazdego z tych pociagdw na tej trasie.

Modelowanie matematyczne | Rozwigzanie zadania, umieszczonego w konteks$cie
praktycznym, prowadzacego do rownania kwadratowego
(II1.3.b)

Rozwiazanie
Niech v oznacza $rednig predkos¢ (w km/h ) pierwszego pociagu na tej trasie, ¢ - czas

przejazdu (w godzinach) pierwszego pociggu na tej trasie. Wtedy v—9 oznacza $rednig
predko$¢ drugiego pociagu na tej trasie, t+§ - czas przejazdu drugiego pociagu na tej trasie.

Zapisujemy uktad réwnan
v-t=336

(v—9)(t+§j=336'

. , . 336 . : , : .
Z pierwszego rownania wyznaczamy ¢t = —— i podstawiamy do rownania drugiego.
v

Otrzymujemy réwnanie z niewiadoma v, ktore przeksztatcamy rownowaznie
336 2

(v—9)(—+§j:336,

v

2 9-336
_v_

3 v

~6=0,

%vz —6v-9-336=0 (lub 21> —18v—-9072 =0 lub v’ —9v-4536=0).

Roéwnanie to ma dwa rozwigzania
v, =72, v,=-63<0.
Drugie z tych rozwigzan odrzucamy (predkos¢ nie moze by¢ ujemna).
Gdy v=72, to wtedy v—9=063.
Odpowiedz: Srednia predkos¢ pierwszego pociagu jest rowna 72 km/h, $rednia predko$é
drugiego pociagu réwna si¢ 63 km/h.
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Schemat oceniania

W ponizej zamieszczonym schemacie uzywamy niewiadomych v, ¢ oznaczajacych
odpowiednio, predkos¢ i czas. Oczywiscie w pracach maturalnych te niewiadome moga by¢
oznaczane w inny sposob. Nie wymagamy, aby te niewiadome byty wyraznie opisane na
poczatku rozwigzania, o ile z postaci rownan jasno wynika ich znaczenie.

Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze

do calkowitego rozwigzania Zadania ...........ececveeecivercnisnncnsnicssnissssnscsssnsssssssssssssssnsssssnsses 1 pkt
Zdajacy zapisze rownanie, w ktérym co najmniej jedna z wielkosci (predkosé, czas) jest
uzalezniona od przyje¢tej niewiadome;j, np.:

(v—9)(t+§j:336 albo (v+9)(t—§j:336.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ...ccccveeevrercrsricssnricssnsessssressssnesssssssssssssanssssanss 2 pkt
Zdajacy zapisze uklad rownan z niewiadomymi v iz, np.:

v-1=336 i @-9)(1%):336 albo v-1=336 i (v+9)(t—§j:336.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania.........ceececeienieicnsnicssnencssnnscssansssssnsssanssssanes 3 pkt
Zdajacy zapisze rdwnanie z jedng niewiadoma v lub ¢.
(v—9)(ﬂ+§j =336 albo (#—9)(1%%] =336

v

albo (v+9)[ﬁ—§j =336 albo (%wj[z—%j =336.

\%
Uwaga
Zdajacy nie musi zapisywac¢ uktadu rownan, moze bezposrednio zapisa¢ rownanie z jedna
niewiadoma.

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja poprawnosci

rozwiazania (np. drobne bledy rachunkowe lub wadliwe przepisanie) ........cccceeeuueeee. 4 pkt

e zdajacy rozwigze rOwnanie z niewiadomav lub ¢ z blgdem rachunkowym i konsekwentne
do popetionego btedu zapisze predkosci obu pociggow

albo

e zdajacy rozwigze rdéwnanie kwadratowe 1 zapisze predkos¢ tylko jednego pociagu.

ROZWIgZanie Pelne ........ociiioviiiniiiniiiinisniinnniinsnicnsnicssnisssssisssssssssssssssssossssssssssssssssssssns 5 pkt
Zdajacy obliczy s$rednie predkosci obu pociggdéw: sSrednia predkos¢ pierwszego pociagu
rowna si¢ 72 km/h, §rednia predkos¢ drugiego pociggu rowna si¢ 63 km/h.

Uwagi

1. Oceniamy na 0 punktéw rozwigzania, w ktérych utozone rownania zawierajg niezgodnos¢
typu wielkosci po obu stronach: po jednej stronie predko$¢, po drugiej czas lub
niezgodnos¢ jednostek: predkos¢ w kilometrach na godzing, czas w minutach, o ile nie sg
zapisane jednostki.

2. Jezeli zdajacy oznaczy S$rednig predkos¢ pierwszego pociggu przez v (w km/h),
a przez ¢ czas przejazdu pierwszego pociagu na tej trasie, a potem zapisze, ze predkosé
srednia drugiego pociggu jest rowna v+9 1 czas przejazdu drugiego pociagu na tej trasie
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jest rowny t—%, a nastepnie zapisze uklad réwnan v-t=336 i (v+9)-(t—§j:336

1 doprowadzi go do rownania z jedng niewiadoma, to otrzymuje 1 punkt. Jesli rozwigze
to rOwnanie, to otrzymuje 2 punkty, a jesli doprowadzi rozwigzanie zadania do konca
konsekwentnie do utozonego ukladu réwnan lub przyjetych oznaczen, to otrzymuje
3 punkty (otrzymujac odpowiednio v=63 i v+9=72 albo v=63 i v-9=54).

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu sie matematyki
Przyklad 1.
Jesli zdajacy przedstawi nastepujace rozwigzanie:

v - predkos$¢ pierwszego pociagu, ¢ - czas pokonania catej trasy w godzinach przez pierwszy
pociag

.
t+=
3

336=v-t

336:(v—9)t+§

1 na tym zakonczy, to takie rozwigzanie kwalifikujemy do kategorii Rozwigzanie, w ktorym
jest istotny postep i przyznajemy 2 punkty, mimo ze w drugim réwnaniu uktadu zdajacy nie

. . 2 . . . 336 .
ujat wyrazenia t+§ W nawias. Zapis rownania v—9=—2 wskazuje na poprawng

t+=
3

interpretacje zaleznos$ci migdzy wielko$ciami.

Przyklad 2.
Jesli zdajacy przedstawi nastepujace rozwigzanie:

v - predkos¢ pierwszego pociagu, ¢ - czas pokonania calej trasy w godzinach przez pierwszy
pociag
_336

t
363 336
y—9=""0 22 _9=22
2 \y_9=336 m

v

t+=
3

1 na tym zakonczy, to takie rozwigzanie kwalifikujemy do kategorii Pokonanie zasadniczych

trudnos$ci zadania 1 przyznajemy 3 punkty, mimo ze w réwnaniu £—9 =ﬁ zdajacy
t IS

przestawit cyfry w zapisie liczby 336 1 pominat liczbg % w mianowniku utamka.

Przyklad 3.
Jesli zdajacy otrzyma inne rownanie kwadratowe, np. v’ +9v—4536 =0 zamiast rOwnania

v —9v—4536=0 (np. w wyniku zlego przepisania znaku lub liczby), konsekwentnie jednak

rozwigze otrzymane roOwnanie kwadratowe, odrzuci ujemne rozwigzanie i pozostawi wynik,
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ktéry moze by¢ realng predkoscia jednego z pociagéw, to takie rozwigzanie kwalifikujemy do

kategorii Rozwigzanie pelne i przyznajemy 5 punktow.



