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Kryteria oceniania odpowiedzi – poziom rozszerzony 

 

2

Zadanie 1. (0–4)  

Rozwi  nierówno  2 5 4 2 2x x x . 

 

I sposób rozwi zania (wyró nienie na osi liczbowej przedzia ów) 

Wyró niamy na osi liczbowej przedzia y: A. , 4 , B. 
5

4,
2

, C. 
5

,
2

. 

Rozwi zujemy nierówno ci w poszczególnych przedzia ach i w ka dym przedziale bierzemy 

cz  wspóln  tego przedzia u z otrzymanym zbiorem rozwi za  nierówno ci. 

A. , 4x  B.
5

4,
2

x  C.
5

,
2

x  

2 5 4 2 2x x x  

9 2x  

7x  

 

W tym przypadku 

rozwi zaniem nierówno ci 

jest 7x  

2 5 4 2 2x x x  

1 2x  

1x  

W tym przypadku 

rozwi zaniem nierówno ci 

jest 
5

1
2

x  

2 5 4 2 2x x x  

3 11x  
11 2
3 3

3x  

W tym przypadku 

rozwi zaniem nierówno ci jest 

 
5 11

2 3
x  

cz c otrzymane rozwi zania, podajemy ostateczn  odpowied : 7x  lub 
11

1
3

x . 

Odpowied : Zbiorem rozwi za  nierówno ci jest 
11

, 7 1,
3

. 

II sposób rozwi zania (zapisanie czterech przypadków)  

Zapisujemy cztery przypadki:  

I. 
2 5 0

4 0

x

x
 II. 

2 5 0

4 0

x

x
  III. 

2 5 0

4 0

x

x
  IV. 

2 5 0

4 0

x

x
 

W ka dym z nich rozwi zujemy nierówno  b d  uk ad nierówno ci 

2 5 0

4 0

2 5 4 2 2

x

x

x x x

 

5
2

4

3 11

x

x

x

 

5
2

2
3

4

3

x

x

x

 

5 2
2 3

3x  

2 5 0

4 0

2 5 4 2 2

x

x

x x x

5
2

4

5 3

x

x

x

 

niemo liwe 

2 5 0

4 0

2 5 4 2 2

x

x

x x x

5
2

4

1

x

x

x

 

5
2

1 x  

2 5 0

4 0

2 5 4 2 2

x

x

x x x

5
2

4

7

x

x

x

 

7x  

Obszar standardów Opis wymaga  

U ycie i tworzenie strategii Rozwi zanie nierówno ci z warto ci  bezwzgl dn  

(IV.3.e.R) 
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cz c otrzymane rozwi zania, podajemy ostateczn  odpowied : 7x  lub 
11

1
3

x .  

Schemat oceniania 

Rozwi zanie, w którym jest istotny post p ..................................................................... 1 pkt 

Zdaj cy 

 wyró ni na osi liczbowej przedzia y , 4 , 
5

4,
2

, 
5

,
2

 

albo 

zapisze cztery przypadki:  

I. 
2 5 0

4 0

x

x
  II. 

2 5 0

4 0

x

x
  III. 

2 5 0

4 0

x

x
  IV. 

2 5 0

4 0

x

x
 

Uwaga 

Je eli zdaj cy pope ni b dy w wyznaczaniu przedzia ów, to przyznajemy 0 punktów. 

Podobnie 0 punktów otrzymuje zdaj cy, który b dnie zapisa  cztery przypadki. 

Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania  ................................................................... 2 pkt 

Zdaj cy zapisze nierówno ci w poszczególnych przedzia ach, np.:  

A. dla , 4x  mamy  2 5 4 2 2x x x , 

B. dla 
5

4,
2

x  mamy 2 5 4 2 2x x x , 

C. dla 
5

,
2

x  mamy 2 5 4 2 2x x x  

albo  

zdaj cy zapisze nierówno ci w poszczególnych przypadkach, np.:  

I. gdy  2 5 0x  i 4 0x , to wtedy  2 5 4 2 2x x x , 

II. gdy  2 5 0x  i 4 0x , to wtedy  2 5 4 2 2x x x  (lub stwierdzi, e ten 

przypadek jest niemo liwy),  

III. gdy  2 5 0x  i 4 0x , to wtedy  2 5 4 2 2x x x , 

IV. gdy  2 5 0x  i 4 0x , to wtedy   2 5 4 2 2x x x . 

 

Rozwi zanie zadania do ko ca, lecz z usterkami, które jednak nie przekre laj  

poprawno ci rozwi zania (np. b dy rachunkowe) ........................................................ 3 pkt 

zdaj cy poprawnie rozwi e nierówno ci i wyznaczy cz ci wspólne otrzymanych 

wyników z poszczególnymi przedzia ami tylko dla dwóch przedzia ów (spo ród A., B., 

C.), pope ni b d w trzecim i konsekwentnie doprowadzi rozwi zanie do ko ca 

albo 

zdaj cy rozpatrzy cztery przypadki, poprawnie rozwi e nierówno ci i wyznaczy cz ci 

wspólne otrzymanych wyników z poszczególnymi przedzia ami tylko w dwóch 

przypadkach (spo ród I., III., IV.) , pope ni b d w trzecim przypadku oraz stwierdzi, 

e przypadek II. jest niemo liwy, i konsekwentnie doprowadzi rozwi zanie do ko ca. 

Rozwi zanie pe ne ............................................................................................................. 4 pkt 

Zdaj cy zapisze odpowied : 
11

, 7 1,
3

x .  
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Uwaga:  

We wszystkich rozwa anych przypadkach zdaj cy mo e rozpatrywa  obie nierówno ci 

nieostre (przedzia y obustronnie domkni te). Je eli natomiast rozwa y wszystkie nierówno ci 

ostre (przedzia y otwarte), to przyznajemy za ca e zadanie o 1 punkt mniej, ni  gdyby 

wyró ni  wszystkie przedzia y poprawnie.  

 

III sposób rozwi zania (graficzne) 

Rysujemy wykresy funkcji 2 5 | 4 |f x x x  i 2 2g x x . 

Wyró niamy na osi liczbowej przedzia y: , 4 , 
5

4,
2

, 
5

,
2

. 

Zapisujemy wzór funkcji f w poszczególnych przedzia ach bez warto ci bezwzgl dnej, np. 

 

9 dla , 4

5
3 1 dla 4,

2

5
9 dla ,

2

x x

f x x x

x x

 

Rysujemy wykresy funkcji f  i g: 

 

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8

10

12

14

16

18

x

y

 y = g(x)

 y = f(x)

 

Odczytujemy odci te punktów przeci cia wykresów funkcji f i g: 7x , 1x , 
11

3
x , 

sprawdzamy, czy spe niaj  one równanie 2 5 4 2 2x x x , a nast pnie podajemy te 

wszystkie argumenty, dla których f x g x : 
11

, 7 1,
3

x . 

 

Schemat oceniania 

Rozwi zanie, w którym post p jest niewielki, ale konieczny na drodze do pe nego 

rozwi zania  .......................................................................................................................  1 pkt 

Zdaj cy wyró ni na osi liczbowej przedzia y: , 4 , 
5

4,
2

, 
5

,
2

. 
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Rozwi zanie, w którym jest istotny post p  ...................................................................  2 pkt 

Zdaj cy zapisze wzór funkcji f w poszczególnych przedzia ach, np.: 

A. dla , 4x  mamy  9f x x , 

B. dla 
5

4,
2

x  mamy  3 1f x x , 

C. dla 
5

,
2

x  mamy  9f x x , 

lub 

 5
2

5
2

9 dla , 4

3 1 dla 4,

9 dla , .

x x

f x x x

x x

 

Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania  ..................................................................  3 pkt  

Zdaj cy narysuje wykres funkcji f  i prost  o równaniu 2 2y x . 

Rozwi zanie pe ne  ...........................................................................................................  4 pkt 

Zdaj cy zapisze odpowied : 
11

, 7 1,
3

x . 

 

 

Zadanie 2. (0–4)  
Trapez równoramienny ABCD o podstawach AB i CD jest opisany na okr gu o promieniu r. 

Wyka , e 24 .r AB CD  

 

I sposób rozwi zania 

Sporz dzamy rysunek i wprowadzamy oznaczenia: aAB , bCD , AD c , r  – promie  

okr gu wpisanego w trapez, h  – wysoko  trapezu. 

 
Poniewa  trapez jest równoramienny i opisany na okr gu, wi c  

2

ba
AE , rh 2  oraz cba 2 , czyli 

2

ba
c . 

Obszar standardów Opis wymaga  

Rozumowanie i argumentacja Przeprowadzenie dowodu geometrycznego (V.7.c) 

r 

r 

A B 

CD

O

E 
a 

b 

c c 
h 
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Z twierdzenia Pitagorasa dla trójk ta AED otrzymujemy  
2

22

2
2

ba
rc , sk d 

2

22

2
4

ba
cr . 

Podstawiaj c 
2

ba
c  otrzymujemy  

22

2

22
4

baba
r , 

4

22
4

2222
2 babababa

r , 

4

4
4 2 ab

r ,  

abr 24 . 

To ko czy dowód. 
 

 

Schemat oceniania I sposobu rozwi zania 

Rozwi zanie, w którym post p jest niewielki, ale konieczny na drodze do pe nego 

rozwi zania  .......................................................................................................................  1 pkt 

Zdaj cy 

wyznaczy d ugo  odcinka AE : 
2

ba
AE  

albo 

wyznaczy d ugo  ramienia trapezu: 
2

ba
c . 

Rozwi zanie, w którym jest istotny post p  ....................................................................  2 pkt 

Zdaj cy wyznaczy d ugo  odcinka AE  i d ugo  ramienia trapezu: 
2

ba
AE , 

2

ba
c . 

Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania  ...................................................................  3 pkt 

Zdaj cy wykorzysta twierdzenia Pitagorasa w trójk cie AED i zapisanie: 

2

22

2
4

ba
cr . 

Rozwi zanie pe ne .............................................................................................................. 4 pkt 

Zdaj cy wyka e tez  twierdzenia: abr 24 . 
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II sposób rozwi zania 

Sporz dzamy rysunek i wprowadzamy oznaczenia jak na rysunku 

 
Poniewa  w trapez jest wpisany okr g, wi c rodek tego okr gu znajduje si  na przeci ciu 

dwusiecznych k tów trapezu. Z w asno ci k tów naprzemianleg ych i przyleg ych wynika, e 

18022 , czyli 90 . 

St d  

90 . 

Wnioskujemy st d, e trójk ty prostok tne AEO i CFO s  podobne. Zatem  

OE FC

AE FO
 , czyli  

1
2

1
2

br

a r
 (lub 

1
2

tg
r

a
, 

1
2

tg
r

b
 i 

1
tg

tg
). 

St d 2 1

4
r ab , czyli abr 24 . 

Schemat oceniania II sposobu rozwi zania 

Rozwi zanie, w którym post p jest niewielki, ale konieczny na drodze do pe nego 

rozwi zania  ......................................................................................................................  1 pkt 

Zdaj cy zapisze zale no  90 . 

Rozwi zanie, w którym jest istotny post p  ...................................................................  2 pkt 

Zdaj cy 

uzasadni, e trójk ty AEO i CFO s  podobne  i zapisze, e 
OE FC

AE FO
 

albo 

wyznaczy  tg
1

2

r

a

 oraz tg
1

2

r

b

. 

Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania  ..................................................................  3 pkt 

Zdaj cy  

zapisze proporcj  
1
2

1
2

br

a r
 

albo 

wykorzysta równo ci 
1

tg
tg

  i zapisze  
1
2

1

tg

r

b
. 

Rozwi zanie pe ne ............................................................................................................. 4 pkt 

Zdaj cy wyka e tez  twierdzenia: abr 24 . 

F 

A B 

CD

O

c c 

 
 

2  

E 

r 

r 

1
2

a

1
2
b

p
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III sposób rozwi zania 

Sporz dzamy rysunek i wprowadzamy oznaczenia. 

 
Z twierdzenia o odcinkach stycznych i w asno ci trapezu równoramiennego wynika, e  

1

2
BM KB a  oraz 

1

2
CM LC b . 

Poniewa  w trapez jest wpisany okr g, wi c rodek okr gu znajduje si  na przeci ciu 

dwusiecznych k tów wewn trznych trapezu. Z w asno ci k tów trapezu: 

18022 , czyli 90 . 

St d wynika, e trójk t BCO  jest prostok tny. Wysoko  OM  tego trójk ta jest redni  

geometryczn  d ugo ci odcinków BM  i CM , czyli  

2 1 1

2 2
r a b , czyli 24r a b ,  

co ko czy dowód. 

 

Schemat oceniania III sposobu rozwi zania 

Rozwi zanie, w którym post p jest niewielki, ale konieczny na drodze do pe nego 

rozwi zania  .......................................................................................................................  1 pkt 

Zdaj cy 

zapisze, e trójk t BCO  jest prostok tny 

albo 

zapisanie, e 
1

2
BM KB a  oraz 

1

2
CM LC b . 

Rozwi zanie, w którym jest istotny post p  ....................................................................  2 pkt 

Zdaj cy zapisze, e trójk t BCO  jest prostok tny oraz e 
1

2
BM a  oraz 

1

2
CM b . 

Uwaga 

Je eli zdaj cy zapisze np. 
2

OM BM CM  i narysuje odcinek OM (lub zapisze, e jest to 

koniec promienia okr gu poprowadzonego do punktu styczno ci okr gu i ramienia trapezu), 

ale nie zapisze, e
1

2
BM a  lub 

1

2
CM b  (nie wykorzystuje twierdzenia o równo ci 

odcinków stycznych), to otrzymuje 2 punkty. 

Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania  ...................................................................  3 pkt 

A B

CD

O

L 

r 

K

r 

r 

M

1
2
b

1
2
b

1
2

a

1
2

a
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o
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Zdaj cy  

wykorzysta twierdzenie o wysoko ci trójk ta prostok tnego opuszczonej na 

przeciwprostok tn , i zapisze, np. e OM BM CM   

albo 

wykorzysta podobie stwo trójk tów OMB  i OMC  i zapisze 
1
2

1
2

br

a r
. 

Rozwi zanie pe ne ............................................................................................................. 4 pkt 

Zdaj cy wyka e tez  twierdzenia: abr 24 . 
 

 

 

 

 

Zadanie 3. (0–3)  
Oblicz, ile jest liczb naturalnych sze ciocyfrowych, w zapisie których wyst puje dok adnie 

trzy razy cyfra 0 i dok adnie raz wyst puje cyfra 5. 

 

 

I sposób rozwi zania 

Wybieramy z pi ciu miejsc trzy miejsca, na których wstawiamy cyfr  0, nast pnie wybieramy 

jedno z trzech miejsc dla cyfry 5, a na pozosta ych dwóch miejscach rozmieszczamy cyfry 

ró ne od 0 i ró ne od 5. 

2
5

3 8 30 64 1920
3

. 

 

Schemat oceniania I sposobu rozwi zania 

Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania  ................................................................... 2 pkt 

Zdaj cy wybierze trzy miejsca z pi ciu dla cyfry 0, wybierze jedno z trzech miejsc dla 

cyfry 5 i rozmie ci na pozosta ych dwóch miejscach cyfry ró ne od 0 i od 5. 

Rozwi zanie pe ne  ............................................................................................................ 3 pkt 

Zdaj cy obliczy, ile jest liczb sze ciocyfrowych, w zapisie których cyfra 0 wyst puje 

dok adnie trzy razy i tylko raz wyst puje cyfra 5: 1920 . 

Uwaga 

Je eli zdaj cy uzyska wynik ko cowy, ale traktuje to jak jeden z kilku przypadków, to 

otrzymuje za rozwi zanie co najwy ej 2 punkty.  

Obszar standardów Opis wymaga  

U ycie i tworzenie strategii Wykorzystanie wzorów na liczb  permutacji, kombinacji 

i wariacji do zliczania obiektów w sytuacjach 

kombinatorycznych (IV.10.R) 
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II sposób rozwi zania 

Rozró niamy dwa przypadki:  

1. cyfra 5 znajduje si  na pierwszym miejscu (jest cyfr  setek tysi cy) 

albo 

2. cyfra 5 nie znajduje si  na pierwszym miejscu. 

W pierwszym przypadku wybieramy trzy miejsca (spo ród pi ciu), na których umieszczamy 

cyfr  0, a na pozosta ych dwóch miejscach rozmieszczamy cyfry ró ne od 0 i ró ne od 5. 

Takich liczb sze ciocyfrowych jest 2
5

1 8 640
3

. 

W drugim przypadku na pierwszym miejscu umieszczamy cyfr  ró n  od 0 i ró n  od 5 

(mamy 8 takich mo liwo ci), nast pnie wybieramy miejsce w którym wstawimy cyfr  5 

(mamy 5 mo liwo ci), a nast pnie z pozosta ych czterech miejsc wybieramy trzy, w których 

wstawiamy cyfr  0 (mo emy to zrobi  na 4 sposoby), na pozosta ym miejscu umieszczamy 

cyfr  ró n  od 0 i ró n  od 5 ( mo emy to zrobi  na 8 sposobów). 

Zatem w tym przypadku mamy 8 5 4 8 1280  takich liczb. 

Mamy wi c 2
5

1 8 8 5 4 8 640 1280 1920
3

 liczb sze ciocyfrowych spe niaj cych 

warunki zadania. 

Uwaga  

W drugim przypadku mo emy tak e przeprowadzi  inne rozumowanie: 

spo ród miejsc od drugiego do szóstego wybieramy cztery, na których umieszczamy cyfr  5 

i trzy cyfry 0 (mamy 5 4  takich mo liwo ci), nast pnie na pozosta ych dwóch miejscach 

rozmieszczamy cyfry ró ne od 0 i ró ne od 5 (mamy 28 takich mo liwo ci). 

Tak wi c w tym przypadku mamy 25 4 8 1280  takich liczb.  

 

Schemat oceniania II sposobu rozwi zania 

Rozwi zanie, w którym jest istotny post p  ..................................................................... 1 pkt 

Zdaj cy 

zapisze, e jest 2
5

1 8
3

 liczb sze ciocyfrowych, w zapisie których pierwsz  cyfr  jest 5 

i cyfra 0 wyst puje dok adnie trzy razy 

albo 

zapisze, e jest 8 5 4 8  liczb sze ciocyfrowych, w zapisie których pierwsz  cyfr  nie 

jest 5 i cyfra 0 wyst puje dok adnie trzy razy. 

Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania  .................................................................... 2 pkt 

Zdaj cy zapisze, e jest 2
5

1 8
3

 liczb sze ciocyfrowych, w zapisie których pierwsz  cyfr  

jest 5, cyfra 0 wyst puje dok adnie trzy razy oraz e jest 8 5 4 8  liczb sze ciocyfrowych,  

w zapisie których pierwsz  cyfr  nie jest 5 i cyfra 0 wyst puje dok adnie trzy razy. 
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Rozwi zanie pe ne  ............................................................................................................ 3 pkt 

Zdaj cy zapisze, e jest 1920  liczb sze ciocyfrowych, w zapisie których cyfra 0 wyst puje 

dok adnie trzy razy i cyfra 5 wyst puje tylko raz. 

Uwaga 

Je eli zdaj cy uzyska wynik ko cowy, ale traktuje to jak jeden z kilku przypadków, to 

otrzymuje za rozwi zanie co najwy ej 2 punkty.  

 

III sposób rozwi zania 

Wybieramy cztery miejsca, na których wstawiamy cyfr  5 i trzy cyfry 0, na pozosta ych 

miejscach rozmieszczamy cyfry ró ne od 0 i ró ne od 5. 

Jest 2
6

4 8 3840
4

 takich ci gów sze ciowyrazowych.  

W ród nich znajduj  si  te, w których cyfra 0 znajduje si  na pierwszym miejscu. Jest ich 

2
5

3 8 1920
3

.  

St d wynika, e liczb sze ciocyfrowych spe niaj cych warunki zadania jest 

2 2
6 5

4 8 3 8 3840 1920 1920
4 3

. 

Schemat oceniania III sposobu rozwi zania 

Rozwi zanie, w którym jest istotny post p  .................................................................... 1 pkt 

Zdaj cy 

zapisze liczb  ci gów sze ciowyrazowych, w zapisie których tylko jeden raz wyst puje 

cyfra 5, a cyfra 0 pojawia si  dok adnie trzy razy: 2
6

4 8
4

 

albo 

zapisze liczb  ci gów sze ciowyrazowych, w zapisie których pierwsz  cyfr  jest 0: 2
5

3 8
3

. 

Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania  ................................................................... 2 pkt 

Zdaj cy zapisze, e jest 2
6

4 8
4

 ci gów sze ciowyrazowych, w zapisie których tylko jeden 

raz wyst puje cyfra 5, a cyfra 0 pojawia si  dok adnie trzy razy, w tym 2
5

3 8
3

 takich 

ci gów, w zapisie których pierwsz  cyfr  jest 0. 

Rozwi zanie pe ne  ............................................................................................................ 3 pkt 

Zdaj cy obliczy, ile jest liczb sze ciocyfrowych, w zapisie których cyfra 0 wyst puje 

dok adnie trzy razy i tylko raz wyst puje cyfra 5: 1920 . 

Uwaga 

Je eli zdaj cy uzyska wynik ko cowy, ale traktuje to jak jeden z kilku przypadków, to 

otrzymuje za rozwi zanie co najwy ej 2 punkty.  
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Zadanie 4. (0–4)  

Rozwi  równanie cos 2 cos 1 0x x  dla 0,2x .  

 
Rozwi zanie (I sposób) 

Poniewa  2cos 2 2cos 1x x , wi c równanie cos 2 cos 1 0x x  jest równowa ne 

równaniu  
22 cos cos 0x x , 

czyli równaniu cos 2cos 1 0x x . To równanie jest równowa ne alternatywie równa  

cos 0x  lub 
1

cos
2

x . 

W przedziale 0,2  równanie cos 0x  ma dwa rozwi zania: 
2

x  lub 
3

2
x . 

Równanie 
1

cos
2

x  ma w przedziale 0,2  dwa rozwi zania: 
2

3
x  lub 

4

3
x . 

Zapisujemy odpowied :  równanie cos 2 cos 1 0x x  w przedziale 0,2  ma cztery 

rozwi zania: 
2

x , 
2

3
x , 

4

3
x , 

3

2
x . 

 

Schemat oceniania I sposobu rozwi zania 

Rozwi zanie, w którym post p jest niewielki, ale konieczny na drodze do pe nego 

rozwi zania  .......................................................................................................................  1 pkt 

Zdaj cy zapisze równanie w zale no ci od jednej funkcji trygonometrycznej tego samego 

argumentu, np. 22 cos cos 0x x  i na tym zako czy. 

Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania  .................................................................... 2 pkt 

Zdaj cy  

zapisze alternatyw  cos 0x  lub 
1

cos
2

x  

albo 

wprowadzi pomocnicz  niewiadom , np. cost x  i zapisze, e 0t  lub 
1

2
t  i na tym 

zako czy lub dalej pope ni b dy. 

Rozwi zanie prawie pe ne ................................................................................................  3 pkt 

Zdaj cy  

rozwi e równanie cos 0x  w przedziale 0,2 : 
2

x  lub 
3

2
x  

albo  

rozwi e równanie 
1

cos
2

x  w przedziale 0,2 : 
2

3
x  lub 

4

3
x . 

Obszar standardów Opis wymaga  

U ycie i tworzenie strategii Rozwi zanie równania trygonometrycznego (IV.6.e.R) 

p
o
b

ra
n
o
 z

 w
w

w
.s
q

lm
e
d

ia
.p

l



Egzamin maturalny z matematyki 

Kryteria oceniania odpowiedzi – poziom rozszerzony 

 

13

Rozwi zanie pe ne  ...........................................................................................................  4 pkt 

Zdaj cy zapisze rozwi zania obu równa  w przedziale 0,2 : 

cos 0x  dla 
2

x  lub 
3

2
x  (albo 90x lub 270x ), 

1
cos

2
x  dla 

2
  

3
x lub 

4

3
x  (albo 120x  lub 240x ). 

Uwagi 

1. Nie wymagamy, aby zdaj cy zapisa  warunek np. 1,1t , o ile z rozwi zania 

wynika, e zdaj cy uwzgl dnia ten warunek. 

2. Je eli zdaj cy podaje ogólne rozwi zanie równania trygonometrycznego: cos 0x  dla 

2
x k , gdzie k jest liczb  ca kowit , 

1
cos

2
x  dla 

2
2

3
x k , gdzie k jest 

liczb  ca kowit  lub 
4

2
3

x k , gdzie k  jest liczb  ca kowit , to otrzymuje 3 punkty. 

3. Je eli zdaj cy dzieli stronami równanie 22 cos cos 0x x  przez cos x  bez 

rozpatrzenia dwóch przypadków i poprawnie rozwi e równanie 2cos 1 0x , 

to otrzymuje za ca e rozwi zanie 2 punkty. 

 

Rozwi zanie (II sposób) 

Równanie mo emy zapisa  w postaci równowa nej  

cos 2 cos 1x x . 

Rozpatrujemy dwie funkcje  cos 2f x x  oraz cos 1g x x  i rysujemy ich wykres 

(wystarczy ograniczy  si  do przedzia u 0,2 ) 

/6 /3 /2 2 /3 5 /6 7 /6 4 /3 3 /2 5 /3 11 /6 2

-2

-1

1

x

y

 y = f (x)

 y = g (x)

 

Odczytujemy rozwi zania równania: 
2

x , 
2

3
x , 

4

3
x , 

3

2
x . 

Schemat oceniania II sposobu rozwi zania 

Rozwi zanie, w którym post p jest niewielki, ale konieczny na drodze do pe nego 

rozwi zania  ......................................................................................................................  1 pkt 

Zdaj cy zapisze równanie w postaci równowa nej, np. cos 2 cos 1x x , wprowadzi 

dwie funkcje cos 2f x x  oraz cos 1g x x  i narysuje wykres jednej z tych 

funkcji. 

Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania  ................................................................... 2 pkt 

Zdaj cy zapisze równanie w postaci równowa nej, np. cos 2 cos 1x x , wprowadzi 

dwie funkcje cos 2f x x  oraz cos 1g x x  i narysuje wykresy obu funkcji. 
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Rozwi zanie pe ne  ............................................................................................................  4 pkt 

Zdaj cy zapisze rozwi zania obu równa  w przedziale 0,2 : 

cos 0x  dla 
2

x  lub 
3

2
x  (albo 90x lub 270x ), 

1
cos

2
x  dla 

2
  

3
x lub 

4

3
x  (albo 120x  lub 240x ). 

Uwaga 

Je eli zdaj cy poda poprawnie trzy spo ród rozwi za  (b dnie odczyta czwarte rozwi zanie, 

to otrzymuje 3 punkty, je li natomiast odczyta co najwy ej dwa rozwi zania, to otrzymuje 

2 punkty. 
 

 

Zadanie 5. (0–5)  

Ci g liczbowy , ,a b c  jest arytmetyczny i 33a b c , natomiast ci g 1, 5, 19a b c  

jest geometryczny. Oblicz a , b , c . 

 

I sposób rozwi zania 

Zapisujemy uk ad równa : 

2

33

2

5 1 19

a b c

a c b

b a c

 

Podstawiamy do pierwszego równania, w miejsce a c  wyra enie 2b  i otrzymujemy 

równanie 3 33b , sk d 11b . Uk ad równa  przyjmuje zatem posta : 

2

11

22

16 1 19

b

a c

a c

 

Równania drugie i trzecie tworz  uk ad z dwiema niewiadomymi, który rozwi emy, 

podstawiaj c wyra enie 22 a  w miejsce niewiadomej c w równaniu trzecim. Otrzymujemy 

zatem równanie kwadratowe z niewiadom  a : 
2 42 297 0a a . 

Zatem 33a  lub 9a . 

 

Je eli 33a , to 11c  i oczywi cie 11b .  

Otrzymujemy zatem ci g arytmetyczny 33, 11, 11 , a po odpowiednich przekszta ceniach 

ci g geometryczny 32, 16, 8 .  

Je eli za  9a , to 13c  i 11b . Otrzymujemy teraz ci g arytmetyczny 9, 11, 13 , a po 

wykonaniu odpowiednich przekszta ce  ci g geometryczny 8, 16, 32 . 

Szukanymi liczbami s  zatem: 33a , 11b , 11c  lub 9a , 11b , 13c . 

Obszar standardów Opis wymaga  

Modelowanie matematyczne Wykorzystanie w asno ci ci gu geometrycznego oraz 

w asno ci ci gu arytmetycznego (III.5) 
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Schemat oceniania I sposobu rozwi zania 

Rozwi zanie, w którym post p jest wprawdzie niewielki, ale konieczny do pe nego 

rozwi zania zadania  ......................................................................................................... 1 pkt 

Zdaj cy wykorzysta w asno ci ci gu arytmetycznego (geometrycznego) i zapisze 

odpowiednie równanie, np. 2b a c  albo 
2

5 1 19b a c  i na tym zako czy lub 

dalej pope ni b dy. 

Rozwi zanie, w którym jest istotny post p  .................................................................... 2 pkt 

Zdaj cy wykorzysta w asno ci obu ci gów (arytmetycznego i geometrycznego) i zapisze 

uk ad równa  umo liwiaj cy obliczenie liczb a, b, c, np. 

2

33

2

5 1 19

a b c

a c b

b a c

 

i na tym zako czy lub dalej pope ni b dy. 

Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania  ................................................................... 3 pkt 

Zdaj cy przekszta ci uk ad równa  do równania kwadratowego z niewiadom  a lub c, np. 
2 42 297 0a a  lub 2 2 143 0c c  

i na tym zako czy lub dalej pope ni b dy. 

Rozwi zanie zadania do ko ca, lecz z usterkami, które jednak nie przekre laj  

poprawno ci rozwi zania (np. b dy rachunkowe)  ....................................................... 4 pkt 

Zdaj cy 

poprawne rozwi e równanie kwadratowe, odrzuci jedno z rozwi za  i poprawnie wyznaczy 

drug  trójk  liczb 

albo 

przekszta ci uk ad równa  z jedn  niewiadom  do równania kwadratowego z b dem 

rachunkowym, np. b d w redukcji wyrazów podobnych lub w przepisywaniu i konsekwentne 

doprowadzi rozwi zanie do ko ca (o ile otrzymane równanie kwadratowe ma dwa pierwiastki 

rzeczywiste). 

Rozwi zanie pe ne ............................................................................................................. 5 pkt 

Zdaj cy wyznaczy szukane liczby: 33a , 11b , 11c  lub 9a , 11b , 13c . 

Uwagi 

1. Je eli zdaj cy stosuje w asno ci ci gu arytmetycznego przy rozwa aniu ci gu 

geometrycznego (lub odwrotnie), to za ca e rozwi zanie otrzymuje 0 punktów. 

2. Je eli zdaj cy zapisze odpowied  w postaci, z której nie mo na jednoznacznie 

stwierdzi , e s  dwie trójki szukanych liczb, np. zapisze: 33a  lub 9a , 11b , 

11c  lub 13c , to otrzymuje 4 punkty. 
 

II sposób rozwi zania  
Oznaczamy: przez a – pierwszy wyraz ci gu arytmetycznego, a przez r – ró nic  tego ci gu. 

Wówczas , 2 .b a r c a r  Z w asno ci ci gu arytmetycznego i z tre ci zadania 

otrzymujemy równanie ( ) ( 2 ) 33a a r a r  i st d 11a r . Zatem ci g arytmetyczny 

mo emy zapisa  nast puj co: 11 , 11, 11r r . Ci g 1, 5, 19a b c , a wi c ci g 

10 , 16, 30r r  jest geometryczny, wi c mo emy zapisa  równanie, np.  
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216 10 30r r . 

Po przekszta ceniach i uporz dkowaniu otrzymujemy równanie kwadratowe 
2 20 44 0r r . 

Rozwi zaniami tego równania s : 2r  lub 22r . Nast pnie obliczamy a, b, c. 

Szukane liczby to: 

9

11

13

a

b

c

 lub 

33

11

11

a

b

c

. 

 

Schemat oceniania II sposobu rozwi zania 

Rozwi zanie, w którym post p jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do 

pe nego rozwi zania zadania ............................................................................................ 1 pkt 

Zdaj cy wprowadzi oznaczenia: a  - pierwszy wyraz ci gu arytmetycznego, a r  – ró nica 

tego ci gu oraz wykorzysta definicj  ci gu arytmetycznego do zapisania odpowiedniego 

równania, np. 

( ) ( 2 ) 33a a r a r  lub 11a r  

i na tym zako czy lub dalej pope ni b dy. 

Rozwi zanie, w którym jest istotny post p  ..................................................................... 2 pkt 

Zdaj cy  

wykorzysta w asno ci ci gu geometrycznego i zapisze uk ad równa , np. 

2

11

5 1 2 19

a r

a r a a r
 

albo  

zapisze wyrazy ci gu geometrycznego w zale no ci od r , np. 10 , 16, 30r r   

i na tym zako czy lub dalej pope ni b dy. 

Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania  .................................................................... 3 pkt 

Zdaj cy przekszta ci uk ad równa  do równania z niewiadom  r , np. 
2

11 5 11 1 11 2 19r r r r r  lub 2 20 44 0r r  

i na tym zako czy lub dalej pope ni b dy. 

Rozwi zanie zadania do ko ca, lecz z usterkami, które jednak nie przekre laj  

poprawno ci rozwi zania (np. b dy rachunkowe) ......................................................... 4 pkt 

Zdaj cy 

poprawnie rozwi e równanie kwadratowe, odrzuci jedno z rozwi za , np. 0r  i poprawnie 

wyznaczy drug  trójk  liczb 

albo 

przekszta ci uk ad równa  z jedn  niewiadom  do równania kwadratowego z b dem 

rachunkowym, np. b d w redukcji wyrazów podobnych lub w przepisywaniu i konsekwentne 

doprowadzi rozwi zanie do ko ca (o ile otrzymane równanie kwadratowe ma dwa pierwiastki 

rzeczywiste). 

Rozwi zanie pe ne  ............................................................................................................. 5 pkt 
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Zdaj cy wyznaczy dwie trójki liczb: 

9

11

13

a

b

c

 lub 

33

11

11

a

b

c

. 

Uwagi 

1. Je eli zdaj cy stosuje w asno ci ci gu arytmetycznego przy rozwa aniu ci gu 

geometrycznego (lub odwrotnie), to za ca e rozwi zanie otrzymuje 0 punktów. 

2. Je eli zdaj cy zapisze odpowied  w postaci, z której nie mo na jednoznacznie 

stwierdzi , e s  dwie trójki szukanych liczb, np. zapisze: 33a  lub 9a , 11b , 

11c  lub 13c , to otrzymuje 4 punkty. 

 

Zadanie 6. (0–6)  

Wyznacz wszystkie warto ci parametru m, dla których równanie 
2 22 1 0x m x m m  

ma dwa ró ne rozwi zania rzeczywiste 1x , 2x  spe niaj ce warunek 2 2

1 2 1 26x x m x x .  

 

 
Rozwi zanie 

Zapisujemy uk ad warunków: 

2 2

1 2 1 2

0

6x x m x x
 

Rozwi zujemy nierówno   0 , czyli 
2 22 1 4 1 0m m m , 

2
4 1 4 1 0m m m , 

1 0m , 

1m , 

,1m . 

Nierówno  2 2

1 2 1 26x x m x x  zapisujemy w postaci równowa nej  

2

1 2 1 2 1 26 2x x m x x x x . 

Wykorzystuj c wzory Viete’a, otrzymujemy uk ad nierówno ci z niewiadom  m: 
2

6
1

m m
m    i   

2
22 1

6 2
1 1

m m m
m , 

czyli  
2 7 0m m    i   2 26 4 2 1 2 2m m m m m , 

7 0m m    i  2 6 2 0m m , 

0,7m  i ,3 7 3 7,m , 

0,3 7 3 7,7m . 

Obszar standardów Opis wymaga  

U ycie i tworzenie strategii Rozwi zanie równania kwadratowego z parametrem, 

przeprowadzenie dyskusji i wyci gni cie wniosków 

(IV.3.b.R) 
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St d i z poprzednio warunku otrzymujemy 

0,3 7m . 

Schemat oceniania 

Rozwi zanie zadania sk ada si  z trzech etapów. 

Pierwszy z nich polega na rozwi zaniu nierówno ci 0 : ,1m . 

Za poprawne rozwi zanie tego etapu zdaj cy otrzymuje 1 punkt.  

Uwaga  

Je eli zdaj cy zapisze 0 , to za t  cz  otrzymuje 0 punktów. 

Drugi etap polega na rozwi zaniu nierówno ci 2 2

1 2 1 26x x m x x . Za t  cz  rozwi zania 

zdaj cy otrzymuje 4 punkty. 

Podzia  punktów za drugi etap rozwi zania: 

Za rozwi zanie nierówno ci 1 2 6x x m : 0,7m  zdaj cy otrzymuje 1 punkt.  

Za rozwi zanie nierówno ci 2 2

1 26m x x  zdaj cy otrzymuje 3 punkty. Przy czym w tej 

cz ci:   

 1 punkt zdaj cy otrzymuje za zapisanie wyra enia 2 2

1 2x x  w postaci 
2

1 2 1 22x x x x , 

2 punkty zdaj cy otrzymuje za zapisanie nierówno ci 2 2

1 26m x x  w postaci 

 nierówno ci z jedn  niewiadom , np.: 2 26 4 2 1 2 2m m m m m , 

3 punkty zdaj cy otrzymuje za rozwi zanie nierówno ci 2 2

1 26m x x : 

 ,3 7 3 7,m . 

Trzeci etap polega na wyznaczeniu cz ci wspólnej rozwi za  nierówno ci z etapu 

pierwszego i drugiego.  

Rozwi zanie pe ne (trzeci etap).......................................................................................... 6 pkt 

Zdaj cy wyznaczy cz  wspóln  zbiorów rozwi za  nierówno ci i poda odpowied : 

0,3 7m . 

Uwaga  

W przypadku rozwi zania z usterkami, za ostatni etap przyznajemy 1 punkt jedynie 

wówczas, gdy zdaj cy poprawnie wykona etap I i pope nia b dy w rozwi zaniu nierówno ci 

z etapu II albo gdy pope nia b dy w etapie I i dobrze rozwi e co najmniej jedn  nierówno  

z etapu II.  

 

Zadanie 7. (0–4)  

Prosta o równaniu 3 4 36 0x y  przecina okr g o rodku 3,12S  w punktach A i B. 

D ugo  odcinka AB jest równa 40. Wyznacz równanie tego okr gu.  

Obszar standardów Opis wymaga  

U ycie i tworzenie strategii Wyznaczenie równania okr gu (IV.8.e.g.c.R) 

p
o
b

ra
n
o
 z

 w
w

w
.s
q

lm
e
d

ia
.p

l



Egzamin maturalny z matematyki 

Kryteria oceniania odpowiedzi – poziom rozszerzony 

 

19

I sposób rozwi zania 

Odleg o  rodka S okr gu od prostej o równaniu 3 4 36 0x y  jest równa  

22

3 3 4 12 36 75
15

53 4
. 

Jest to te  d ugo  odcinka SC, gdzie C jest rodkiem ci ciwy AB. Poniewa  40AB , wi c  

1
40 20

2
AC . 

Trójk t ACS jest prostok tny, a jego przeciwprostok tn  jest promie  r okr gu. Z twierdzenia 

Pitagorasa otrzymujemy 
2 2 2

AS AC SC , czyli  

2 2 220 15 400 225 625r . 

Równanie okr gu ma wi c posta  
2 2

3 12 625x y . 

Uwaga 

Zdaj cy mo e obliczy  odleg o  punktu S od prostej o równaniu 3 4 36 0x y  w inny 

sposób, np. wybra  na prostej dwa punkty (np. 12,0C  i 0, 9D ), obliczy  pole 

trójk ta CDS (
225

2
CDSP ), a st d obliczy  szukan  odleg o , czyli wysoko  trójk ta 

opuszczon  z wierzcho ka S: 15h . 

 

Schemat oceniania I sposobu rozwi zania 

Rozwi zanie, w którym post p jest niewielki, ale konieczny na drodze do pe nego 

rozwi zania ........................................................................................................................ 1 pkt 

Zdaj cy  

wykona rysunek, na którym zaznaczy rodek ci ciwy AB albo zapisze, e rodek ci ciwy 

AB, rodek okr gu i koniec ci ciwy to wierzcho ki trójk ta prostok tnego,  

albo 

wykorzysta wspó rz dne rodka okr gu i zapisze równanie okr gu w postaci: 
2 2 23 12x y r , 

albo 

obliczy po ow  d ugo ci ci ciwy AB:  
1

20
2

AB , 

albo 

obliczy odleg o  punktu S od prostej AB i nie interpretuje jej b dnie (np. jako promie  

szukanego okr gu) i na tym zako czy. 

Rozwi zanie, w którym jest istotny post p  .................................................................... 2 pkt 

Zdaj cy obliczy odleg o  rodka okr gu od prostej o równaniu 3 4 36 0x y , np. 

wykorzystuj c wzór na odleg o  punktu od prostej, obliczaj c wysoko  trójk ta opuszczon  

z wierzcho ka S na bok zawarty w tej prostej  

22

3 3 4 12 36
15

3 4
 lub  

2
15CDSP

CD
,  

gdzie C i D le  na prostej o równaniu 3 4 36 0x y  

oraz  
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wykona rysunek, na którym zaznaczy rodek ci ciwy AB  

lub  

zapisze, e rodek ci ciwy AB, rodek okr gu i koniec ci ciwy to wierzcho ki 

trójk ta prostok tnego 

lub 

wykorzysta wspó rz dne rodka okr gu i zapisze równanie okr gu w postaci: 
2 2 23 12x y r  

lub 

obliczy po ow  d ugo ci ci ciwy AB:  
1

20
2

AB . 

Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania ..................................................................... 3 pkt  

Zdaj cy zapisze równanie wynikaj ce z twierdzenia Pitagorasa dla trójk ta ACS, gdzie C 

oznacza rodek ci ciwy AB:  2 2 220 15r . 

Rozwi zanie pe ne .............................................................................................................. 4 pkt 

Zdaj cy zapisze równanie okr gu: 
2 2

3 12 625x y . 

 

II sposób rozwi zania 

Prosta prostopad a do prostej o równaniu 3 4 36 0x y  przechodz ca przez rodek 

szukanego okr gu jest symetraln  ci ciwy AB. Jej równanie ma posta  

4 3 3 12 0x y , 

4 3 48 0x y . 

rodek D ci ciwy AB jest punktem przeci cia tej prostej z prost  AB. Jego wspó rz dne 

obliczymy rozwi zuj c uk ad równa  

3 4 36 0

4 3 48 0

x y

x y
,  

3
4

3
4

9

4 3 9 48 0

y x

x x
,  

3
4

25
4

9

75 0

y x

x
,  

12

0

x

y
, 

wi c 12,0D .  

Punkty  A i B le  na okr gu o rodku D i promieniu 20 i na prostej AB. Wspó rz dne 

punktów A i B obliczymy, rozwi zuj c uk ad równa  
2 2 212 20

3 4 36 0

x y

x y
 

2 2 2

3
4

12 20

9

x y

y x
 

22 23
4

3
4

12 9 20

9

x x

y x
 

2 29
16

3
4

12 12 400

9

x x

y x
 

225
16

3
4

12 400

9

x

y x
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5
4

3
4

12 20

9

x

y x
 

3
4

12 16

9

x

y x
 

3
4

4 28

9

x x

y x
 

4 28

12 12

x x

y y
 

Zatem  4, 12A , 28,12B . 

Promie  szukanego okr gu jest równy 
2 2

4 3 12 12 625 25r AS . 

St d wynika, e szukany okr g ma równanie 
2 2

3 12 625x y . 

 

Schemat oceniania II sposobu rozwi zania 

Rozwi zanie, w którym post p jest niewielki, ale konieczny na drodze do pe nego 

rozwi zania ........................................................................................................................ 1 pkt 

Zdaj cy  

wykona rysunek, na którym zaznaczy rodek ci ciwy AB  albo zapisze, e rodek ci ciwy 

AB, rodek okr gu i koniec ci ciwy to wierzcho ki trójk ta prostok tnego,  

albo 

wykorzysta wspó rz dne rodka okr gu i zapisze równanie okr gu w postaci: 
2 2 23 12x y r , 

albo 

obliczy po ow  d ugo ci ci ciwy AB:  
1

20
2

AB , 

albo 

wyznaczy równanie symetralnej ci ciwy AB: 4 3 3 12 0x y . 

Rozwi zanie, w którym jest istotny post p  .................................................................... 2 pkt 

Zdaj cy obliczy wspó rz dne rodka ci ciwy AB: 12,0D . 

 

Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania…………………………………………….3 pkt  

Zdaj cy obliczy wspó rz dne jednego z punktów A lub B: 4, 12A , 28,12B .   

Rozwi zanie pe ne ............................................................................................................. 4 pkt 

Zdaj cy zapisze równanie okr gu: 
2 2

3 12 625x y . 
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Zadanie 8. (0–4)  

Reszta z dzielenia wielomianu 
3 24 5 23W x x x x m  przez dwumian 1x  jest równa 20. 

Oblicz warto  wspó czynnika m oraz pierwiastki tego wielomianu.  

Obszar standardów Opis wymaga  

Wykorzystanie  

i interpretowanie reprezentacji 

Zastosowanie twierdzenia o reszcie z dzielenia 

wielomianu przez dwumian x a  i twierdzenia 

o pierwiastkach wymiernych wielomianu (II.2.b.c.R) 
 

Rozwi zanie 

Reszta z dzielenia wielomianu W przez dwumian 1x  jest równa 1W . Zatem 

3 2
4 1 5 1 23 1 20m . 

St d 6m . Wielomian W ma zatem posta  
3 24 5 23 6W x x x x . 

Zauwa my, e 
3 23 4 3 5 3 23 3 6 3 36 15 23 2 0W . 

Zatem wielomian W jest podzielny przez dwumian 3x . Wykonuj c to dzielenie, otrzymujemy 
3 2 24 5 23 6 3 4 7 2x x x x x x . 

Obliczamy pierwiastki trójmianu 24 7 2x x : 
27 4 4 2 81 , 9 , 

1

7 9
2

8
x , 

2

7 9 1

8 4
x . 

W rezultacie wielomian W ma trzy pierwiastki: 2x , 1
4

x , 3x . 

Uwaga 

Mo emy te  zauwa y , e pierwiastkiem wielomianu W jest liczba – 2, gdy  
3 2

2 4 2 5 2 23 2 6 2 16 10 23 3 0W . 

Zatem wielomian W jest podzielny przez dwumian 2x . Wykonuj c to dzielenie, otrzymujemy: 
3 2 24 5 23 6 2 4 13 3x x x x x x . 

Obliczamy pierwiastki trójmianu 24 13 3x x : 
2

13 4 4 3 169 48 121 , 11, 

1

13 11 1

8 4
x , 

2

13 11
3

8
x . 

W rezultacie wielomian W ma trzy pierwiastki: 2x , 1
4

x , 3x . 

albo 

Mo emy zauwa y , e liczba 1
4

 jest pierwiastkiem wielomianu W, gdy   
3 2

5 31 1 1 1 1
4 4 4 4 16 16 4

4 5 23 6 5 6 0W . 

Zatem wielomian W jest podzielny przez dwumian 1
4

x . Wykonuj c to dzielenie, otrzymujemy: 

3 2 21
4

4 5 23 6 4 4 24x x x x x x . 

Obliczamy pierwiastki trójmianu 24 4 24x x : 
2

4 4 4 24 16 16 24 16 25 , 4 5 20 , 

1

4 20
2

8
x , 2

4 20
3

8
x . 
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W rezultacie wielomian W ma trzy pierwiastki: 2x , 1
4

x , 3x . 

Schemat oceniania 

Rozwi zanie, w którym post p jest niewielki, ale konieczny na drodze do pe nego 

rozwi zania ........................................................................................................................ 1 pkt 

Zdaj cy zapisze równanie z niewiadom  m, np. 
3 2

4 1 5 1 23 1 20m . 

Rozwi zanie, w którym jest istotny post p  .................................................................... 2 pkt 

Zdaj cy obliczy warto  wspó czynnika m: 6m . 

Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania .................................................................... 3 pkt  

Zdaj cy  

poda jeden z pierwiastków wielomianu, np.: 3 , podzieli wielomian przez dwumian 

3x  i otrzyma iloraz 24 7 2x x  lub poda pierwiastek 2 , podzieli wielomian 

przez dwumian 2x  i otrzyma iloraz 24 13 3x x , 

albo  

zapisze wielomian W w postaci iloczynowej, np.:  4 2 3W x x x x a . 

Rozwi zanie pe ne ............................................................................................................. 4 pkt 

Zdaj cy wyznaczy wszystkie pierwiastki wielomianu W: 
1

2, , 3
4

. 

 

 

 

Zadanie 9. (0–5)  

Dany jest trójk t ABC, w którym 17AC  i 10BC . Na boku AB le y punkt D taki, e 

: 3 : 4AD DB  oraz 10DC . Oblicz pole trójk ta ABC. 

 

I sposób rozwi zania 

Poprowad my wysoko  CE  trójk ta ABC  

 
Niech 3AD x , wtedy 4DB x . Trójk t DBC jest równoramienny, gdy  BC DC , wi c 

2DE EB x . Stosuj c twierdzenia Pitagorasa dla trójk tów BEC i AEC, otrzymujemy 

2 2 22 10x h  oraz 
2 2 25 17x h , 

Obszar standardów Opis wymaga  

U ycie i tworzenie strategii Wykorzystanie zwi zków miarowych w figurach p askich 

(IV.7) 

2xE

10 
17 

10 

2x

C 

B A D 

 
3x

h
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czyli 
2 2 24 10x h  oraz 2 2 225 17x h . 

St d otrzymujemy  
2 2 210 4h x  oraz 2 2 2 225 10 4 17x x . 

Rozwi zujemy drugie z równa   
221 189x , 
2 9x , 

3x . 

Zatem 2 210 4 3 100 36 8h . 

Pole trójk ta ABC jest równe  

1 1 1
7 21 8 84

2 2 2
ABCP AB h x h . 

Uwaga 

Po obliczeniu x mamy ju  d ugo ci wszystkich boków trójk ta, wi c jego pole mo emy 

równie  obliczy  ze wzoru Herona. Wtedy mamy 

 

10 17 21
24

2
p , 24 10 14p a , 24 17 7p b , 24 21 3p c . 

 

24 14 7 3 84ABCP p p a p b p c . 
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II sposób rozwi zania 

Poprowad my wysoko  CE trójk ta ABC i oznaczmy niech ABC .  

 
Niech 3AD x , wtedy 4DB x . Trójk t DBC jest równoramienny, gdy  BC DC , wi c 

2DE EB x . Z trójk ta prostok tnego EBC obliczamy  

2
cos

10 5

x x
. 

Z twierdzenia cosinusów dla trójk ta ABC otrzymujemy 
22 217 7 10 2 7 10 cosx x . 

Zatem  

2289 49 100 2 7 10
5

x
x x , 

czyli 
2 2189 49 28x x , 

2189 21x , 
2 9x , 

3x . 

Zatem 2 210 4 3 100 36 8h . 

Pole trójk ta ABC jest równe  

1 1 1
7 21 8 84

2 2 2
ABCP AB h x h . 

 

Uwaga 

Po obliczeniu x mamy ju  d ugo ci wszystkich boków trójk ta, wi c jego pole mo emy 

równie  obliczy  ze wzoru Herona. Wtedy mamy 

 

10 17 21
24

2
p , 24 10 14p a , 24 17 7p b , 24 21 3p c . 

 

24 14 7 3 84ABCP p p a p b p c . 

 

17 
10 

10 

2x2x

C 

B A D E3x

h

p
o
b

ra
n
o
 z

 w
w

w
.s
q

lm
e
d

ia
.p

l



Egzamin maturalny z matematyki 

Kryteria oceniania odpowiedzi – poziom rozszerzony 

 

26

III sposób rozwi zania 

Oznaczmy ABC .  

 
Niech 3AD x , wtedy 4DB x . Z twierdzenia cosinusów dla trójk tów ABC i DBC 

otrzymujemy 
22 217 7 10 2 7 10 cosx x    oraz   

22 210 4 10 2 4 10 cosx x , 

czyli 
2289 49 100 140 cosx x    oraz   2100 16 100 80 cosx x . 

Z drugiego równania obliczamy  
216

cos
80 5

x x

x
. 

St d i z pierwszego równania dostajemy 

2189 49 140
5

x
x x , 

2189 21x , 
2 9x , 

3x . 

Zatem 2 210 4 3 100 36 8h . 

Pole trójk ta ABC jest równe  

1 1 1
7 21 8 84

2 2 2
ABCP AB h x h . 

 

Uwaga 

Po obliczeniu x mamy ju  d ugo ci wszystkich boków trójk ta, wi c jego pole mo emy 

równie  obliczy  ze wzoru Herona. Wtedy mamy 

10 17 21
24

2
p ,  24 10 14p a , 24 17 7p b , 24 21 3p c . 

24 14 7 3 84ABCP p p a p b p c . 

 

Schemat oceniania I, II i III sposobu rozwi zania 

Rozwi zanie, w którym post p jest niewielki, ale konieczny na drodze do pe nego 

rozwi zania ......................................................................................................................... 1 pkt 

Zdaj cy zapisze stosunek d ugo ci odcinków AD i DB, np.: 3AD x , 4DB x . 

Rozwi zanie, w którym jest istotny post p  ..................................................................... 2 pkt 

17 
10 

10 

4x

C 

B A D 

 
3x  
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Zdaj cy zapisze uk ad równa  pozwalaj cy obliczy  wprowadzon  niewiadom , np.: 
2 2 22 10x h  oraz 

2 2 25 17x h , 

albo 

cos
5

x
 oraz 

22 217 7 10 2 7 10 cosx x , 

albo 
22 217 7 10 2 7 10 cosx x    oraz   

22 210 4 10 2 4 10 cosx x . 

Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania .................................................................... 3 pkt 

Zdaj cy obliczy x albo h: 3x , 8h . 

Rozwi zanie zadania do ko ca lecz z usterkami, które jednak nie przekre laj  

poprawno ci rozwi zania (np. b dy rachunkowe) ........................................................ 4 pkt 

Zdaj cy obliczy x oraz wysoko  trójk ta z b dem rachunkowym i konsekwentnie do tego 

b du obliczy pole trójk ta ABC. 

Rozwi zanie pe ne ............................................................................................................. 5 pkt 

Zdaj cy obliczy pole trójk ta ABC: 84ABCP . 

 

 

Zadanie 10. (0–4)  
W ostros upie ABCS podstawa ABC jest trójk tem równobocznym o boku d ugo ci a. 

Kraw d  AS jest prostopad a do p aszczyzny podstawy. Odleg o  wierzcho ka A od ciany 

BCS jest równa d. Wyznacz obj to  tego ostros upa. 
 

 

I sposób rozwi zania 

 
 

Obszar standardów Opis wymaga  

U ycie i tworzenie strategii Wyznaczanie zwi zków miarowych w ostros upie 

(IV.9.a.b) 

S 

A 

B 

C 

D

E 

h 
d 

a 

a 

a 
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Zaznaczamy na rysunku odcinek AE , d ugo  tego odcinka jest odleg o ci  wierzcho ka A od 

ciany BCS i jednocze nie wysoko ci  trójk ta prostok tnego DAS, gdzie D jest rodkiem 

kraw dzi BC danego ostros upa. Zatem AE d . 

Ponadto w trójk cie DAS wprowadzamy oznaczenia: 

 – miara k ta ADS i h AS  – wysoko  ostros upa ABCS.  

Z trójk tów prostok tnych DAS i AED , otrzymujemy sin
AS AE

SD AD
. 

Poniewa  
3

2

a
AD , to 

2 2

sin
3 3

4 2

h d

a
h a

. 

Przekszta camy równo  
2 23 3

4 2

h d

a
h a

 i wyznaczamy wysoko  ostros upa h. 

Otrzymujemy kolejno: 

2 2

2 2

34 3

h d

ah a
 

2 2

2 2 24 3 3

h d

h a a
 

2 2
2

2 2

3

3 4

a d
h

a d
 

czyli 

2 2

3

3 4

ad
h

a d
. 

Wyznaczamy obj to  ostros upa ABCS: 
2 2 3

2 2 2 2

1 3 3 3

3 4 12 3 4 4 3 4

a a ad a d
V h

a d a d
. 

 

Uwaga 

Równo  
2 23 3

4 2

h d

a
h a

 mo emy równie  otrzyma , korzystaj c z podobie stwa 

trójk tów DAS i .AED  

 

Schemat oceniania I sposobu rozwi zania 

Rozwi zanie, w którym post p jest niewielki, ale konieczny na drodze do pe nego 

rozwi zania zadania  .......................................................................................................... 1 pkt 

Zdaj cy zaznaczy na rysunku odcinek o d ugo ci d prostopad y do p aszczyzny BCS. 

Rozwi zanie, w którym jest istotny post p  ..................................................................... 2 pkt 

Zdaj cy zapisze równo , z której mo na wyznaczy  h w zale no ci od a i d, np.:  

2 23 3

4 2

h d

a
h a

. 
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Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania  ................................................................... 3 pkt 

Zdaj cy wyznaczy wysoko  h ostros upa: 
2 2

3

3 4

ad
h

a d
. 

Rozwi zanie pe ne  ............................................................................................................ 4 pkt 

Zdaj cy wyznaczy obj to  V ostros upa: 
3

2 24 3 4

a d
V

a d
. 

 

II sposób rozwi zania 

 

 
 

Zaznaczamy na rysunku odcinek AE , d ugo  tego odcinka jest odleg o ci  wierzcho ka A od 

ciany BCS i jednocze nie wysoko ci  ostros upa ABCS o podstawie BSC. 

Zatem obj to  V ostros upa ABCS jest równa: 
1

3
BSCV P d . 

Obliczmy BSCP  pole trójk ta BSC:  
1

2
BSCP a SD . 

Wprowadzamy oznaczenie:  – miara k ta ADS i z trójk tów prostok tnych DAS i 'AA D , 

otrzymujemy: 

3

2cos

a
AD

SD SD
 i sin

3

2

AE d

AD a
.  

Z jedynki trygonometrycznej obliczamy SD : 

2 2

3

2 1
3

2

a
d

SD a
. 

2 2

2 2

3 4
1

34

a d

aSD
 

S 

A 

B 

C 

D

E 

h 
d 

a 

a 

a 
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2 2 2

2 2

3 3 4

34

a a d

aSD
 

 
2

2 2

3

2 3 4

a
SD

a d
 

Wyznaczamy obj to  ostros upa ABCS: 
2 3

2 2 2 2

1 1 3

3 2 2 3 4 4 3 4

a a d
V a d

a d a d
. 

 

Schemat oceniania II sposobu rozwi zania 

Rozwi zanie, w którym post p jest niewielki, ale konieczny na drodze do pe nego 

rozwi zania zadania  .......................................................................................................... 1 pkt 

Zdaj cy zaznaczy na rysunku odcinek o d ugo ci d prostopad y do p aszczyzny BCS. 

Rozwi zanie, w którym jest istotny post p  ..................................................................... 2 pkt 

Zdaj cy zapisze równo , z której mo na wyznaczy  d ugo  odcinka SD, np.:  
2 2

3

2 1
3

2

a
d

SD a
. 

Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania  .................................................................... 3 pkt 

Zdaj cy wyznaczy d ugo  odcinka SD: 
2

2 2

3

2 3 4

a
SD

a d
. 

Rozwi zanie pe ne  ............................................................................................................. 4 pkt 

Zdaj cy wyznaczy obj to  ostros upa: 
3

2 24 3 4

a d
V

a d
. 
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III sposób rozwi zania 

 

 
P aszczyzny ABC i ABS s  prostopad e, trójk t ABC jest równoboczny, wi c jego wysoko  

3

2

a
CF  jest jednocze nie wysoko ci  ostros upa opuszczon  na p aszczyzn  podstawy 

ABS. Zatem 

(1) 
1 1 1 3

3 3 2 2
ABS

a
V P CF ah . 

Z twierdzenia Pitagorasa dla trójk ta ADS otrzymujemy 
2 2 2

DS AD AS , 

2

2 23

2

a
m h . 

St d  
2

2 2 2 2 23 3 1
3 4

2 4 2

a
m h a h a h . 

Odcinek AE jest wysoko ci  ostros upa opuszczon  na podstaw  BCS, wi c  

 
1 1 1

3 3 2
BCSV P DS am d , 

(2) 2 21 1 1
3 4

3 2 2
V a a h d . 

Porównuj c prawe strony (1) i (2) otrzymujemy 

2 21 1 3 1 1 1
3 4

3 2 2 3 2 2

a
ah a a h d . 

St d  
2 23 3 4ah d a h , 

2 2 2 2 23 3 4a h d a h , 

2 2 2 2 2 23 3 4a h a d d h , 
2 2 2 2 2 23 4 3a h d h a d , 

2 2 2 2 23 4 3h a d a d , 

A 

B

C 

S 

D

E 

h 
d 

a 

a 

a 

m

F 

p
o
b

ra
n
o
 z

 w
w

w
.s
q

lm
e
d

ia
.p

l



Egzamin maturalny z matematyki 

Kryteria oceniania odpowiedzi – poziom rozszerzony 

 

32

2 2
2

2 2

3

3 4

a d
h

a d
, 

2 2

3

3 4

ad
h

a d
. 

Obj to  ostros upa jest zatem równa  
2 3

2 2 2 2

1 1 3 3

3 3 4 3 4 4 3 4
ABC

a ad a d
V P h

a d a d
. 

 

Schemat oceniania III sposobu rozwi zania 

Rozwi zanie, w którym post p jest niewielki, ale konieczny na drodze do pe nego 

rozwi zania zadania  .......................................................................................................... 1 pkt 

Zdaj cy zaznaczy na rysunku odcinek o d ugo ci d prostopad y do p aszczyzny BCS. 

Rozwi zanie, w którym jest istotny post p  ..................................................................... 2 pkt 

Zdaj cy zapisze równo  (wynikaj c  z wyra enia obj to ci ostros upa na dwa sposoby), 

z której mo na wyznaczy  h w zale no ci od a i d, np.:  

21 3 1

3 4 3 2

a a m
h d , gdzie 

2

2 3

2

a
m h . 

Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania  .................................................................... 3 pkt 

Zdaj cy wyznaczy wysoko  h ostros upa: 
2 2

3

3 4

ad
h

a d
. 

Rozwi zanie pe ne  ............................................................................................................. 4 pkt 

Zdaj cy wyznaczy obj to  ostros upa: 
3

2 24 3 4

a d
V

a d
. 

 

 

Zadanie 11. (0–4)  
Rzucamy cztery razy symetryczn  sze cienn  kostk  do gry. Oblicz prawdopodobie stwo 

zdarzenia polegaj cego na tym, e iloczyn liczb oczek otrzymanych we wszystkich czterech 

rzutach b dzie równy 60 . 

 

 

Rozwi zanie 

Zdarzeniem elementarnym w tym do wiadczeniu jest ka dy ci g czteroelementowy, którego 

wyrazami s  liczby ze zbioru 1, 2, 3,  4,  5,  6 . Jest to model klasyczny. Wszystkich 

zdarze  elementarnych tego do wiadczenia jest 46 .  

Obszar standardów Opis wymaga  

Modelowanie matematyczne Stosowanie twierdzenia znanego jako klasyczna definicja 

prawdopodobie stwa do obliczania prawdopodobie stw 

zdarze  (III.10.b.d) 
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Zauwa my, e 60 1 2 5 6 1 3 4 5 2 2 3 5 . Oznacza to, e nale y rozpatrzy  trzy 

przypadki: 

1. Ci gi, których wyrazami s  liczby ze zbioru 1,2,5,6 . Jest ich 4! 24 .  

2. Ci gi, których wyrazami s  liczby ze zbioru 1,3, 4,5 . Jest ich 4! 24 .  

3. Ci gi, których wyrazami s  liczby ze zbioru 2,3,5  i których dwa wyrazy s  

dwójkami. Jest ich 4 3 12 .  

4. Otrzymujemy zatem 60 ci gów. Prawdopodobie stwo tego zdarzenia jest wi c równe 

4

60 5

6 108
.   

Schemat oceniania 

Zasadnicze trudno ci tego zadania polegaj  na zauwa eniu trzech ró nych sposobów 

otrzymania iloczynu równego 60  oraz zliczeniu, w ka dym przypadku, liczby ró nych 

czterowyrazowych ci gów. Za ka dy rozpatrzony przypadek wraz z obliczon  poprawnie 

liczb  ci gów zdaj cy otrzymuje 1 punkt. 
 

Czwarty punkt przyznamy zdaj cemu, który zapisze, e prawdopodobie stwo opisanego  

w tre ci zadania zdarzenia jest równe 
46

A
, gdzie A  oznacza obliczon  przez zdaj cego 

liczb  ci gów. 
 

 

Zadanie 12. (0–3)  
Na rysunku przedstawiony jest fragment wykresu funkcji logarytmicznej f okre lonej wzorem 

2logf x x p . 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

 y

 0

 

 

a) Podaj warto  p.  

b) Narysuj wykres funkcji okre lonej wzorem y f x . 

c) Podaj wszystkie warto ci parametru m, dla których równanie f x m  ma dwa 

rozwi zania o przeciwnych znakach. 
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Rozwi zanie 

a) Odczytujemy z wykresu, e 4p . Mo emy równie  zauwa y , e 0 2f . St d 

otrzymujemy 2log 2p . Z definicji logarytmu mamy 22 4p . St d 4p . 

b) Wykres funkcji okre lonej wzorem y f x  uzyskamy z wykresu funkcji f. W tym 

celu wystarczy t  cz  wykresu funkcji f, która le y pod osi  Ox, odbi  symetrycznie 

wzgl dem tej osi, a pozosta  cz  wykresu pozostawi  bez zmian.  

W rezultacie otrzymujemy wykres 

 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

 y

 0

 
 

c) Z wykresu odczytujemy, e równanie f x m  ma dwa rozwi zania przeciwnych 

znaków dla 2m . 

Schemat oceniania 

Rozwi zanie, w którym jest istotny post p  ..................................................................... 1 pkt 

Zdaj cy  

zapisze, e 4p  

albo  

narysuje wykres funkcji o wzorze y f x  

albo 

poda wszystkie warto ci parametru m, dla których równanie f x m  ma dwa 

rozwi zania przeciwnych znaków. 

Uwaga 

Je eli zdaj cy ustala warto ci parametru m na podstawie b dnie narysowanego wykresu 

funkcji y f x , to nie otrzymuje punktu za wyznaczenie tych warto ci. 

  

Obszar standardów Opis wymaga  

U ycie i tworzenie strategii Sporz dzanie wykresu funkcji y f x  na podstawie 

danego wykresu funkcji logarytmicznej y f x ; 

badanie liczby rozwi za  równania z parametrem 

(IV.4.a.d i 4.a.e.R) 
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Pokonanie zasadniczych trudno ci zadania .................................................................... 2 pkt  

Zdaj cy 

zapisze, e 4p  i narysuje wykres funkcji  o wzorze y f x  i nie poda wszystkich 

warto ci parametru m, dla których równanie  f x m  ma dwa rozwi zania 

przeciwnych znaków 

albo  

nie poda warto ci p, narysuje wykres funkcji o wzorze y f x  i poda wszystkie 

warto ci parametru m, dla których równanie f x m  ma dwa rozwi zania 

przeciwnych znaków 

albo  

zapisze, e 4p , nie narysuje wykresu funkcji o wzorze y f x  i poda wszystkie 

warto ci parametru m, dla których równanie f x m  ma dwa rozwi zania 

przeciwnych znaków. 

Rozwi zanie pe ne ............................................................................................................. 3 pkt 

Zdaj cy poda warto  4p , narysuje wykres funkcji o wzorze y f x  i poda wszystkie 

warto ci parametru m, dla których równanie f x m  ma dwa rozwi zania przeciwnych 

znaków: 2m . 
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