Rozwiqgzania zadan otwartych i schematy oceniania
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Schemat oceniania zadan otwartych

Zadanie 21. (2pkt)
Rozwiaz nieréwnosé 12— x> <x.

Rozwiazanie

Nierowno$¢ zapisujemy w postaci rownowaznej X° +X—12 >0, a nastepnie obliczamy

pierwiastki trojmianu kwadratowego X +X—12, rozkladajac go na czynniki liniowe
x> +x—12=(x-3)(x+4).

Stad

X, =3, X,=-4.
Mozemy rowniez obliczy¢ pierwiastki wykorzystujac wzory na pierwiastki tréjmianu

kwadratowego. Wowczas

A=1*-41.(-12)=49, VA =7,
~1-7

2-1
Szkicujemy wykres trojmianu kwadratowego y = X +2x—15,

yA h /

_—1+7_

2:1

4.

Odpowiedz: X &(—o0,~4)U(3,+).

Schemat oceniania

Zdajacy OrZYIMUJE .........ccooiiiiiiiiiiiiiiie i

gdy:

-

z ktorego odczytujemy zbior rozwigzan rozwigzywanej nierdwnosci
Xe (—oo,—4>u<3,+oo) )

e obliczy lub poda pierwiastki trojmianu kwadratowego: X, =3, X, =—4 inatym

poprzestanie lub biednie zapisze zbidr rozwigzan nieréwnosci

albo

e rozlozy tréjmian kwadratowy na czynniki liniowe, np. (x+4)(x—3) i natym

poprzestanie lub biednie zapisze zbidr rozwigzan nieréwnosci

albo
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e zapisze nierOwnos¢ w postaci rOownowaznej ‘X + %‘ > % 1 na tym poprzestanie lub biednie
zapisze zbior rozwigzan nierownosci

albo

e popelni btad rachunkowy przy obliczaniu wyréznika lub pierwiastkow tréymianu
kwadratowego (ale otrzyma dwa rézne pierwiastki) i konsekwentnie do popetnionego
btedu rozwigze nierownos¢

albo

e Dbilednie przeksztalci nierownos¢ do postaci rOwnowaznej, np. Zapisze‘x + %‘ S%

| konsekwentnie do popetnionego btedu rozwigze nier6wnos¢.

Z.dajacy OtIZYIMUJE .......cc.cccveivieiiiieiieeieiee e e e s este e e s e s e e e reesteeaesseesaeesneareenreensesneenres 2 pkt,

gdy:

e poda zbidr rozwigzah nieréwnosci: (—oo , —4) U <3, +oo) lub x e (—oo , —4> U <3, +oo) lub
(x<—-4 lub x>3)

albo

e sporzadzi ilustracje geometryczng (o$ liczbowa, wykres) i zapisze zbidr rozwigzan
nieréwnosci w postaci: X <-4, X >3

albo

e poda zbior rozwigzan nierownosci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedzialow.

b 4

Zadanie 22. (2pkt)
2x* —x-3
X+1

Rozwigz rownanie 1.

I sposdéb rozwigzania

Roéwnanie ma sens, gdy X+1#0, a wigec gdy X #—1. Wtedy rownanie mozemy zapisac
W postaci rOwnowaznej

2x% +2x-3x-3

X+1 -

2x(x+1)-3(x+1) L

1,

X+1
(2x-3)(x+1)
X+1
2x—-3=1,
2x =4,
X=2.
Liczba 2 jest rozna od —1, wigc jest jedynym rozwigzaniem rownania.

—1,

Schemat oceniania

Zdajacy OtrZYIMUJE ..........cccooiiiiiiiiiiiiiii it 1 pkt,
gdy zapisze zatozenie X+1= 0 i zapisze rbwnanie w postaci rownowaznej
(2x=3)(x+1)

i =1, na tym poprzestanie lub dalej popehia bledy.
X+

Zdajacy OLTZYIMUJE ........c.ooviiiiiiiiiiiiieeie ettt nb et nb e n e ns 2 pkt,
gdy wyznaczy rozwigzanie rownania: X =2.
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Uwaga
Jezeli zdajacy nie zatozy, ze X+1#0, zapisze rbwnanie w postaci 2x—3=1, rozwiaze to
. . : : L o . 22X —-x-3
roOwnanie, otrzymujac X = 2, ale nie sprawdzi, ze liczba 2 spetnia rownanie 1 =1,10
X+

otrzymuje 1 punkt, jezeli natomiast sprawdzi, ze liczba 2 spelnia podane rownanie, to
otrzymuje 2 punkty.

IT sposob rozwiazania
Rownanie ma sens , gdy x+1#0, a wigc gdy X #—1. Wtedy mnozac obie strony rOwnania
przez x+1=0 otrzymujemy
2X? —x—3=x+1,
2x* —2x—4=0,
x?—x-2=0,
X* +Xx—2x-2=0,
x(x+1)-2(x+1)=0,
(x—2)(x+1)=0.
Stad x—2=0 lub x+1=0. Druga z tych rownosci nie zachodzi, gdyz x+1=0. Zatem
jedynym rozwigzaniem réwnania jest X = 2.
Uwaga
Roéwnanie X* — X —2 =0 mozemy réwniez rozwiaza¢, korzystajac ze wzoréw na pierwiastki
tréjmianu kwadratowego. Wowczas
A=(-1)-4-1.(-2)=9, JA =3,
1-3 1y = 1+3 5

1 e T T T
2-1 2-1

Pierwszy z otrzymanych pierwiastkow trojmianu nie spetnia warunku X # —1, drugi spetnia

2 — —
ten warunek. Zatem rownanie 2)(—);3 =1 ma tylko jedno rozwigzanie X =2.

X+
Schemat oceniania II sposobu rozwiazania
Z.dAajacy OtTZYTIUFE ........cocoooiviiiiiiiiiiiiiieeei ettt 1 pkt,

gdy zapisze zatozenie X+1#0 i zapisze rownanie w postaci rownowaznej 2x° —X—3=X+1,
na tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy.

Z.dAajacy OtTZYTIUFE ........cocoooiviiiiiiiiiiiiiieeei ettt 2 pkt,
gdy wyznaczy rozwigzanie rOwnania: X =2.

Uwaga

Jezeli zdajacy nie zalozy, ze Xx+1#0, zapisze rownanie w postaci 2x°—X—3=X+1,

rozwigze to réwnanie, otrzymujagc X=-1 lub x=2, ale nie sprawdzi, ze tylko liczba 2
2x> —x-3

spetnia rdwnanie a1l =1, to otrzymuje 1 punkt, jezeli natomiast sprawdzi, ze liczba
X+

—1 nie spelnia tego rownania, a liczba 2 je spelnia, to otrzymuje 2 punkty.

Zadanie 23. (2 pkt)
Oblicz sum¢ wszystkich liczb catkowitych dodatnich podzielnych przez 4 i mniejszych od 300.

I sposdéb rozwiazania
Zauwazmy, ze kolejne liczby catkowite dodatnie podzielne przez 4 tworza ciag arytmetyczny

(an) o roznicy r =4 ipierwszym wyrazie a, = 4. Poniewaz interesuja nas tylko liczby
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mniejsze od 300, wigc ciag ten jest skonczony, a jego ostatnim wyrazem jest a, = 296.
Ze wzoru a, =a, +(n—1)r nan-ty wyraz ciggu arytmetycznego otrzymujemy rownanie
206 = 4+(n—1)4,
296 = 4+4n—4,
296 =4n
74=n.
Suma wszystkich 74 wyrazow tego ciggu jest rowna

s, =272 74 _150.74-11100.

II sposdb rozwiazania
Wypiszmy kolejne liczby catkowite dodatnie od 1 do 300 w nastepujgcy sposob:

1 2 3 4
5 6 7 8

203 204 205 296
297 298 299 300

W kazdej z czterech kolumn jest tyle samo liczb % =T75. Interesujace nas liczby znajduja
si¢ w ostatniej kolumnie, z tym, zZe liczba 300 nas nie interesuje. Mamy wigc obliczy¢ sume
74 liczb:

4+8+12+...+292+296.
Laczac w pary sktadnik pierwszy i ostatni, drugi i przedostatni, itd. otrzymujemy w rezultacie
sume 37 sktadnikow, z ktorych kazdy jest rowny 300. Zatem szukana suma jest rowna

37-300=11100.

Schemat oceniania I i II sposobu rozwigzania

Z.dAajacy OtTZYTIUFE ........cocoooiviiiiiiiiiiiiiieeei ettt 1 pkt,
gdy zapisze, ze pierwszym skladnikiem sumy jest 4, ostatnim 296 oraz wyznaczy liczbe
sktadnikoéw 74 1 na tym zakonczy lub dalej popelnia btedy.

Zdajacy OtIZYIUJE ........c.cccoiiiiiiiiiiiitieii ettt ettt nb e ns 2 pkt,
gdy obliczy szukang sumeg: 11100.

Zadanie 24. (2 pkt)
Dany jest trojkat ABC, w ktorym bok AB jest dwa razy dtuzszy od boku AC, sinus kata BAC

jest réwny % , a pole trojkata jest rowne 54. Oblicz dtugosci bokow AB i AC tego trojkata.

I sposdb rozwigzania
Niech ¢ =|AB|, b=|AC| oraz o =|«BAC|. Bok AB jest dwa razy dtuzszy od boku AC, wiec

c=2b. Pole trojkata ABC wyraza si¢ wzorem P,,. = %-b -C-sin . Otrzymujemy zatem

rOwnanie
_1 2
54—§-b-2b'§,
_ 2 R2
54—§-b ,
b? =81.

Stad b=9. Zatem c=2b=18.
Odpowiedz: Boki AB i AC trojkata maja dlugosci: |AB| =18, |AC| =9.
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IT sposob rozwiazania
Niech c= |AB| , b= |AC| oraz o = |<XBAC| . Bok AB jest dwa razy dtuzszy od boku AC, wigc

c=2b. Poniewaz Sina = % , wiec kat o moze by¢ ostry albo rozwarty. Rozwazmy wigc dwa
przypadki. W kazdym z nich poprowadzmy wysokos¢ CD trojkata.

Bok AB jest dwa razy dtuzszy od boku AC, wigc c=2Db.
Z trojkata prostokatnego ACD otrzymujemy odpowiednio w pierwszym i w drugim
przypadku
i h : h
sina =—= oraz sin(180°—a)=-<.
b b
Poniewaz sin(180°—«a)=sina, wigc w obu przypadkach mamy % =sina. Stad

h. =bsina.
Pole trojkata ABC jest rowne P,g 2%-0- h = %-Zb-hC =b-h =b-bsina=b? %
Otrzymujemy zatem rownanie
_2p2
54 =£b",
b®=81.

Stad b=9. Zatem c=2b=18.
Odpowiedz: Boki AB i AC trojkata maja dugosci: |AB| =18, |AC| =9.

Schemat oceniania I i II sposobu rozwigzania

Zdajacy OtIZYIUJE ........c.cccooiiiiiiiiiiiieii ettt nr e ns 1 pkt,
gdy zapisze rownanie z jedng niewiadoma, np.: 54 = %-b -2b % , gdzie b oznacza dtugos¢ AC
trojkata .

Z.dAajacy OtTZYTIUFE ........cocoooiviiiiiiiiiiiiiieeei ettt 2 pkt,

gdy obliczy dlugosci bokow AB i AC trojkata ABC: |AB|=18, |AC|=9.

Zadanie 25. (2 pkt)
Na boku AB kwadratu ABCD lezy punkt M, a na boku BC taki punkt N, ze |MB|+|BN|=|AB|.

Katy BAN, MDN, MCB maja miary réwne odpowiednio «, £, y (zobacz rysunek).
Udowodnij, ze a+ f+y =90°.

Dowaod (I sposob)

Niech a oznacza ditugo$¢ boku kwadratu, oraz x = |MB].
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D C
B
4
N
a a
[24
A M X B
a

Wowczas |AM| =a— X . Z zalozenia wynika, ze X+|BN| =a, skad |BN | =a—X. Tozkolei
oznacza, ze [CN|=a—|BN|=a—(a—x)=x.
Trojkaty ABN i DAM sg prostokatne, AD| = |BC| =a oraz |AM| :|BN| =a—X, wigc z cechy

b-k-b wynika, Ze te trojkaty sa przystajace. Stad wnioskujemy, ze
(1) |«ADM|=|<«BAN|=c.

Tak samo trojkaty CBM i DCN sg przystajace, gdyz oba sa prostokatne oraz |BC| = |CD| =a
i [MB|=|CN|=x. Stad wynika, ze

2) |<):CDN | = |<):BCM| =y.
Poniewaz |<):ADM | + |<):MDN | +|<):NDC| =90°, wigc stad oraz z rownosci (1) 1 (2) wynika, ze
a+ pf+y=90°.

To konczy dowod.

Schemat oceniania rozwigzania

Zdajacy OtIZYIUJE ........c.cccoiiiiiiiiiiiitieii ettt ettt nb e ns 1 pkt,
gdy zauwazy, ze trojkaty ABN i DAM (lub CBM i DCN) sa przystajace i na tym poprzestanie
lub dalej popetnia btedy.

Z.dajacy OtTZYTIUJE ........coccooiiiiiiiiiiiiiiiieie ettt en e 2 pkt,
gdy uzasadni, ze ¢+ f+y =90°.

Zadanie 26. (2 pkt)
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b prawdziwa jest nierownosc¢

a’+b*+1>a+b.

Dowod (I sposob)
Przeksztalcamy nierd6wnos$¢ rdwnowaznie w nastgpujacy sposob:
a’—a+b’-b+1>0,
a’-a+++b’-b+31+1>0,
(a—%)z +(b—%)2 +1>0.
Ta nierowno$¢ jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, gdyz kwadrat

dowolnej liczby rzeczywistej jest nieujemny, a suma dwoch liczb nieujemnych 1 jedne;j
dodatniej jest dodatnia. To konczy dowod.

Dowod (11 sposéb)
Nieréwnos¢ a’ +b” +1> a+b mozemy zapisaé w postaci rownowaznej
a’—a+(b’~b+1)>0.
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Mozemy potraktowaé t¢ nierownos¢ jak nierowno$¢ kwadratowa z niewiadoma a. Poniewaz
wspotezynnik przy a’jest dodatni, wiec wystarczy wykazaé, ze wyrdznik trojmianu stojacego
po lewej stronie nierownosci jest ujemny dla dowolnej liczby rzeczywistej b, czyli

A <O,

(-1)°-4-1-(b*~b+1) <0,
1-4b* +4b—-4<0,
4b” —4b+3>0.
Obliczmy wyroznik trojmianu 4b° —4b+3
A, =(-4) -4-4-3=16-48=-32.

Poniewaz wyrdznik ten jest ujemny i wspotczynnik przy b® jest dodatnie, wigc nieréwnosé
jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej b. To konczy dowad.

Schemat oceniania
Z.daJACY OTZYINUJE ......ocuviiiiuiiieieiieite sttt ee e et sttt sttt et e st e b et e besbe bt sbeeneeneeneeneas 1 pkt

gdy
. ., . . .. 1)\? 2

e zapisze nierd6wno$¢ w postaci rOwnowazne;j (a - 7) + (b — 7) +5>0

albo

e zapisze nierowno$é w postaci rownowaznej a° —a -+ (b2 -b +1) > 01 potraktuje tg
nierdwno$¢ jak nieréwnos$¢ kwadratowa z niewiadoma a 0raz zapisze wyrdznik
A=(-1)"-4-1-(b*—b+1)

I na tym poprzestanie lub dalej popetnia biedy.

Z.daJACY OLTZYINUJE ......ocuveiieiiiiiieieite ittt e ee st sttt st bt s e et e st e b e b e besbe bt sbeereeneenee e 2 pkt
gdy przeprowadzi petlne rozumowanie.

Zadanie 27. (4 pkt)

W pudetku znajduje si¢ dwanascie kul ponumerowanych od 1 do 12, przy czym kule
o numerach 1, 2, 3 sg biale, kule o numerach 4, 5, 6, 7 — czarne, a pozostate kule sg zielone.
Losujemy kolejno bez zwracania dwa razy po jednej kuli. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia, ze wylosowane kule sg roznych kolorow 1 jedna z nich ma numer parzysty, a druga
nieparzysty. Wynik zapisz w postaci utamka zwyktego nieskracalnego.

| sposéb rozwigzania (klasyczna definicja prawdopodobienstwa - ciagi)
Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie pary (X,y) réznych liczb naturalnych ze zbioru

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. Zdarzenia jednoelementowe sg rownoprawdopodobne. Liczba
wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna |Q| =12-11=132. Mamy wigc do czynienia

z modelem klasycznym.
Oznaczamy przez A zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowane kule sg roznych kolorow
I jedna z nich ma numer parzysty, a druga nieparzysty. Wypiszmy wiec wszystkie zdarzenia
elementarne sprzyjajace zdarzeniu A:

(1,10), (112),

(2 )(1,6)7( 8),
2,7),(2.9), (211),

3,6) (3.8), (310), (3.12),

). (4.3), (49), (411),
(58). (510), (512),

(6.1), (6.3), (6,9), (6.11),
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(7.2), (7.8), (7,10), (7.12),
(81). (83), (85), (87),
(9.2), (9.4), (9.6),
(10,2), (10,3), (10,5), (10,7),
(11,2), (11,4), (116),
(12,0), (12,3), (12,5), (12,7).

Zatem |A|=48i P(A)= % 141

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wylosowane kule sg
.. . . . 4
roznych kolorow i jedna z nich ma numer parzysty, a druga nieparzysty jest rowne T

Uwaga
Mozemy zilustrowaé zbior wszystkich zdarzen elementarnych w tabeli 12 na 12 oraz
zaznaczy¢ pola sprzyjajace zdarzeniu A.

1123 | 6
1 X X X X X
2 X X X X
3 X X X X X
X X X X

X X X X
X X X X

X X X X

X X X X

X X X X

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest zatem rowne
48 4

O ASTRTRETE
Schemat oceniania | sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do calkowitego
rOZWIgzZania Zadamia ..............cooiiiiiiii s 1 pkt

Zdajacy
e zapisze liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =12-11

albo
e wypisze zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A i spetniajagce jeden sposrod dwoch
warunkow:
o numer pierwszej kuli jest nieparzysty, a numer drugiej jest parzysty albo
numer pierwszej jest parzysty, a drugiej nieparzysty
o wylosowane kule sg innych koloréw
1 na tym zakonczy lub dalej rozwigzuje btednie.
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Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ...........cccccccviiiiiiiiin 2 pkt

Zdajacy zapisze liczbe wszystkich zdarzen elementarnych i wypisze wszystkie zdarzenia
elementarne sprzyjajace zdarzeniu A:

|Q|=12'11

={(%4), (16), (1.8), (L10), (112), (2,5), (2.7). (2.9), (2.12),
(~ 4), (36), (38), (310), (312), (41), (43), (49), (411),
(52), (58). (510), (5.12), (6.2), (6.3), (6.9). (6.11),
(7.2), (7.8), (7.20), (7.12), (81), (83), (85). (8,7),
(9,2), (9,4), (9,6), (10,1), (10,3), (10,5), (10,7),

(11,2), (11, 4), (11,6), (12,1), (12,3), (12,5), (12,7)}

1 na tym zakonczy lub dalej rozwigzuje btednie.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania...................ccooiniiii 3 pkt

Zdajacy obliczy liczb¢ wszystkich zdarzen elementarnych, wypisze wszystkie zdarzenia
elementarne sprzyjajace zdarzeniu A i poda ich liczbe:

|Q|:12'11

={(14), (16). (L), (110), (L12), (25), (27), (29). (211),

( 4), (36), (38), (310), (312), (41), (43), (49), (4.11),
(52). (58), (510). (5.12), (6.1). (6.3), (69). (6.10),
(7.2), (7.8), (7.10), (7.12), (8.1), (83), (85). (7).
(9,2), (9.4), (9.6), (10,1), (10,3), (10,5), (10,7),

(11,2), (11,4), (11,6), (12,1), (12,3), (12,5), (12,7)}
|A|:48.
Rozwiazanie Pelne ..o 4 pkt

Zdajacy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia A i wynik zapisze w postaci utamka
4

nieskracalnego: P(A)= T

Uwagi

1. Jesli zdajacy rozwiaze zadanie do kofica i otrzyma P(A)>1, to otrzymuje O punktow.

2. Jesli zdajacy uwzgledni tylko jeden z warunkoéw np. przyjmie, ze numer pierwszej kuli jest
nieparzysty, a numer drugiej jest parzysty albo numer pierwszej jest parzysty, a drugiej
nieparzysty i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to otrzymuje 2 punkty.

3. Jesli zdajacy wypisujac zdarzenie elementarne pominie jedno zdarzenie lub dwukrotnie
wypisze jedno zdarzenie i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to otrzymuje
3 punkty.

4. Jesli zdajacy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia A, ale nie zapisze go w postaci

utamka nieskracalnego, np. zapisze P (A) = % to otrzymuje 3 punkty.

Il sposob rozwiazania (klasyczna definicja prawdopodobienstwa - zbiory)
Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie zbiory {x,y} zlozone z dwoch liczb naturalnych ze

zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. Zdarzenia jednoelementowe sg roéwnoprawdopodobne.
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Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest réwna |Q| 12211—66 Mamy wigc do

czynienia z modelem klasycznym.

Oznaczamy przez A zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowane kule sg r6znych kolorow
i jedna z nich ma numer parzysty, a druga nieparzysty. Wypiszmy wiec wszystkie zdarzenia
elementarne sprzyjajace zdarzeniu A:

(1,4}, (1,6}, (1,8}, {110}, {112},

{25}, {27}, {29}, {211},
(3.4}, {3.6}, {38}, {310}, {3.12],
4.9}, 14,11,

{5,8}, {5,10}, {5,12},

{6,9}, {611},
(7.8}, {710}, {7,12} .
Zatem |A[=24 i P(A)=E=i.

66 11
Odpowiedz: Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wylosowane kule sg
roznych kolorow i jedna z nich ma numer parzysty, a druga nieparzysty jest rowne %

Schemat oceniania Il sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do calkowitego
rozZwigzania ZAdANIA ...............ccoiiiiiiie e 1 pkt

Zdajacy
e zapisze liczb¢ wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =—

albo
e wypisze zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A 1 spetniajace jeden sposrod dwoch
warunkow:
o numer pierwszej kuli jest nieparzysty, a numer drugiej jest parzysty albo
numer pierwszej jest parzysty, a drugiej nieparzysty
o wylosowane kule sg innych koloréw
1 na tym zakonczy lub dalej rozwigzuje btednie.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny PoStep ...........cccooviiiiiiiiicn e 2 pkt

Zdajacy zapisze liczb¢ wszystkich zdarzen elementarnych i wypisze wszystkie zdarzenia
elementarne sprzyjajace zdarzeniu A:

12.11
|Q| 2 !
A={{L4}, (1.6}, (1.8}, {110}, {112}, {2,5}, 12,7}, {2,9}, (2,11}, (3.4}, (3.6}, (3,8},
{310}, {312}, {4,9}, {4,11}, {5,8}, {510}, {5,12}, {6,9}, {6,11}, {7,8}, {7,10}, {7,12} }

1 na tym zakonczy lub dalej rozwigzuje btednie.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania....................ccooooiiiii 3 pkt

Zdajacy obliczy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych, wypisze wszystkie zdarzenia
elementarne sprzyjajace zdarzeniu A 1 poda ich liczbe:
| Q| 11-10 10

2
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Rozwiqgzania zadan otwartych i schematy oceniania

A={{14}, {16}, {18}, {110}, {112}, {2,5}, {2,7}, {2,9}, {2,11}, {3,4}, {3,6}, {3,8},
{310}, {312}, {4,9}, {4,11}, {5,8}, {510}, {5,12}, {6,9}, {6,11}, {7,8}, {7,10}, {7,12} }
|A|=24.

Rozwiazanie PelNe ... 4 pkt

Zdajacy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia A i wynik zapisze w postaci utamka
. 4
nieskracalnego: P (A)= T

Uwagi

1. Jesli zdajacy rozwiaze zadanie do kofica i otrzyma P (A)>1, to otrzymuje O punktéw.

2. Jesli zdajacy uwzgledni tylko jeden z warunkow np. przyjmie, ze numer pierwszej kuli jest
nieparzysty, a numer drugiej jest parzysty albo numer pierwszej jest parzysty, a drugiej
nieparzysty i konsekwentnie rozwiaze zadanie do konca, to otrzymuje 2 punkty.

3. Jesli zdajacy wypisujac zdarzenie elementarne pominie jedno zdarzenie lub dwukrotnie
wypisze jedno zdarzenie i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to otrzymuje
3 punkty.

4. Jesli zdajacy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia A, ale nie zapisze go w postaci

utamka nieskracalnego, np. zapisze P (A) = % , to otrzymuje 3 punkty.

Zadanie 28. (4 pkt)
Punkt A=(0,5) jest wierzcholkiem prostokata ABCD. Osiami symetrii tego prostokata sa

proste o rownaniach y = 5 Lyt 185 oraz y =-2x+15. Wyznacz rOwnanie prostej zawierajacej

przekatna BD tego prostokata.

Rozwiazanie
Zauwazmy najpierw, ze punkt A nie lezy na zadnej z podanych prostych, gdyz
1 -0+ 185 = 185 #5 oraz —2-0+15=15=#5. Wynika stad, ze podane proste sg osiami symetrii

bokow tego prostokata. Punkt S przecigcia tych prostych jest srodkiem symetrii prostokata
i jednocze$nie srodkiem kazdej z jego przekatnych. Pozostale oznaczenia przyjmijmy takie,
jak na rysunku.

al / ol
10 D
o, X -
) —
/
— —~
. S <
NANY L\
R ~
-] / TN\
1 /o :
10| 1 Do \By
1./
' A\
Obliczmy wspotrzedne punktu S. Wystarczy rozwigzac¢ uktad rownan 22 8
y=-2x+15

Stad otrzymujemy rownanie
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Rozwiqgzania zadan otwartych i schematy oceniania

2x+ _—2x+15
5 _15
7x—15 ,
5y — 105
2X=7g"
21
X T

: _ 21 _9 _(21 9
WI1¢C y = —2'74‘15—7. Zatem S _(T’?)
Wyznaczmy rownanie prostej AB. Jest ona rownolegta do prostej o rownaniu y =—-2x+15,
wigc jej wspotczynnik kierunkowy jest rowny —2. Ponadto przechodzi przez punkt
A=(0,5), wigc jej rownanie ma postaé

y=1x+5.

15
_2x+

Rozwigzujac uktad rownan { , obliczymy wspotrzedne srodka M boku AB

y=-2X+5
prostokata. Przyréwnujac prawe strony r(')wnaﬁ uktadu dostajemy rdwnanie

1

wiec y——2 2+5=3. Zatem M = (4 g)

Ze wzor6w na wspohze;dne srodka odcinka otrzymujemy
_ xA+xB y +y 0+Xz Sty
M — ( 2 A B ) ( 2 B ) .

2 1
Stad
X, _ 5 5t¥s _ 5
7 =70z =3,
Xg =3 Oraz y, =

Wspotrzedne wierzchotka B sg wiec rowne B = (2 ,O)

Prosta zawierajaca przekatng BD prostokata przechodzi przez punkty B i S. Jej wspotczynnik
kierunkowy jest rowny

wiec rOwnanie tej prostej ma postac

y=8(x-3)+0,czyli y=$x-.

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do calkowitego
roZwWiazania Zadania ... 1 pkt
Zdajacy

e obliczy wspotrzedne punktu S: S = (%%)

albo

e wyznaczy réwnanie prostej AB: y =-2X+5

albo

e wyznaczy réwnanie prostej AD: y = % X+5.

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ...........cccccccviiiiiiiiii 2 pkt
Zdajacy
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Rozwiqgzania zadan otwartych i schematy oceniania

e obliczy wspolrzedne punktu M: M = (%,%)
albo
e obliczy wspolrzedne punktu N: N =(4,7).

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania..................c.ccoooei i, 3 pkt
Zdajacy obliczy wspotrzedne dwoch punktow, przez ktore przechodzi prosta BD, np.:

~(3.9)18-(3.0).

ROZWIgzanie PEINe ..............ccoooooiiiiiic e 4 pkt

Zdajacy wyznaczy réwnanie prostej BD: y = % X— % .

Zadanie 29. (5 pkt)
Krawedz podstawy ABCD graniastostupa prawidlowego czworokgtnego ABCDA'B'C'D’ jest

réowna 12. Na krawedzi bocznej DD’ obrano punkt P taki, ze |PD’ =13 (zobacz rysunek).

Graniastostup ten przecigto ptaszczyzna zawierajaca przekatng AC podstawy i przechodzaca

przez punkt P. Pole tego przekroju jest rowne 5442 . Oblicz kat nachylenia przekatnej tego
graniastostupa do podstawy ABCD. Wynik podaj w stopniach z doktadno$cia do 1°.

Rozwigzanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

D’ C'
1
A :
13) B
ol
1
1
Xl h
R et
,// E (04
A 12 B

Podstawg graniastostupa jest kwadrat, wigc ze wzoru na dtugos¢ przekatnej kwadratu
otrzymujemy |AC| =122 . Odcinek DE jest potowa przekatnej, wiec |DE| =642.
Przekrdj tego graniastostupa plaszczyzng zawierajgca przekatng AC jego podstawy

i przechodzaca przez punkt P jest trojkatem ACP, w ktorym odcinek PE jest wysokoscig
opuszczong na podstawe AC. Pole tego trojkata jest zatem rowne

P.cr =3°|AC|-|PE|=3-1242-h=6+2h.
Pole tego przekroju jest tez rowne 54\/5, wiec
672-h=542.
Stad h=9.

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata PDE wynika, ze
|PE|" =|PD| +|DE[’,

h? = x? +|DE[
o =x* +(6v2)
x2=81-72=9.

Strona 13z 17



Rozwiqgzania zadan otwartych i schematy oceniania

Stad x =3, zatem |DD'| =|PD|+|PD'|=3+13=16.
Obliczmy tangens kata o nachylenia przekatnej BD graniastostupa do plaszczyzny jego

podstawy
DD’
_|bD]_ 16 —Zfzo,9428.

[BD] 122

Z tablic odczytujemy przyblizong miare kata o ~ 43°.

Odpowiedz: Kat nachylenia przekatnej graniastostupa do ptaszczyzny jego podstawy jest
rowny 43°(w zaokragleniu do 1°).

tga

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do calkowitego
roZWIgZania Zadania................ccoooiiiiiiii 1 pkt
Zdajacy

e obliczy dtugos¢ przekatnej AC podstawy graniastostupa: |AC| = 12\/5

albo

e zaznaczy kat nachylenia przekatnej graniastostupa do ptaszczyzny podstawy

albo

e zaznaczy wysokos$¢ PE przekroju ACP opuszczong na podstawe AC.

Rozwiazanie, w kKtorym jest istotny Postep ...........cccooviiiiiiiiiiiinee e 2 pkt
Zdajacy obliczy wysokos¢ PE trojkata ACP opuszczong na postawe AC: |PE| =9.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania....................ccccoeeeii i 3 pkt
Zdajacy zaznaczy kat nachylenia przekatnej graniastostupa do ptaszczyzny podstawy

i obliczy dlugo$¢ odcinka PD: |PD|=3.

Rozwigzanie Prawie Pele .............cocooiiiiiiiiiie e 4 pkt
Zdajacy
e obliczy warto$¢ dowolnej funkcji trygonometrycznej kata « , np.: tga = 16
I na tym zakonczy lub dalej popetnia bledy
albo
e rozwigze zadanie do konca, popelniajac btedy rachunkowe.

Rozwiazanie Pelne ...............cooooiiiiiiiii 5 pkt
Zdajacy poda miarg kata o W zaokragleniul®: o ~43°.

Zadanie 30. (5 pkt)

Pierwsza pompa, pracujgc samodzielnie, napetnia zbiornik w ciggu 12 godzin, a druga pompa
napetnia go samodzielnie w ciggu 10 godzin. O godzinie 9:00 uruchomiono pierwsza
pompe, ktora zaczeta napetlnia¢ pusty zbiornik. Po pewnym czasie uruchomiono druga
pompe. Pompy, pracujgc razem, zakonczyly napetnia¢ zbiornik o godzinie 15:48. Oblicz,
0 ktorej godzinie rozpoczeta prace druga pompa.

I sposéb rozwiazania

Niech t oznacza czas (w godzinach) pracy drugiej pompy. Poniewaz pierwsza pompa napetnia
caly zbiornik w ciagu 12 godzin, wigc w ciggu 1 godziny napetnia % zbiornika. Podobnie
druga pompa napetnia zbiornik w ciggu 10 godzin, wigc w ciagu 1 godziny napetnia %
zbiornika. Poniewaz czas od chwili rozpoczg¢cia do chwili zakonczenia napetniania zbiornika
jest rowny 15g—(8) -9= 6% godziny, wigc w tym czasie pierwsza pompa napetnita % . 6%
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Rozwiqgzania zadan otwartych i schematy oceniania

zbiornika, a druga w czasie t napetnita %t zbiornika. Obie pompy napehita caty zbiornik,

wigc Otrzymujemy rownanie

H6g+4t=1,
S+ ht=1,
Last=1,
i)
t=18=41

Zatem druga pompa pracowala przez 4 godzmy i 20 minut, wigc zostata uruchomiona
0 godzinie 11:28.
Odpowiedz: Druga pompa rozpoczeta prace o godzinie 11: 28.

Schemat oceniania | sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIGZAMIA ......iviiiiiiiieieie ettt ettt b e btk e b b e s e et et e s besbe st e e neene e e e e 1 pkt
Zdajacy obliczy wydajnos¢ jednej z pomp, np.: pierwsza pompa w ciggu 1 godziny napetnia
% zbiornika, druga pompa w ciagu 1 godziny napelnia % zbiornika.

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny Postep ...........ccccooviiiiiiiiiicn e 2 pkt
Zdajacy wprowadzi jako niewiadoma t czas (w godzinach) pracy drugiej pompy oraz
e wyznaczy cze$¢ pojemnosci zbiornika, jakg napehnita pierwsza pompa w czasie 6%
godziny: £5-62 zbiornika
albo
e wyznaczy cz¢$¢ pojemnosci zbiornika, jakg napetnita druga pompa w czasie t godzin:
{5t zbiornika.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania .............cccocooeiiininiini 3 pkt
Zdajacy zapisze rownanie z jedna niewiadoma, np.: 12 6% 4.4 110t =1.

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .............c.cccociiiiiii 4 pkt
Zdajacy rozwiaze

I3 . . . - - . _ l
e réwnanie z niewiadoma t 1 na tym poprzestanie: t =43
albo
e zadanie do konca z bledami rachunkowymi.

Rozwigzanie bezbledne ... 5 pkt
Zdajacy obliczy, o ktérej godzinie rozpoczeta prace druga pompa: o 11: 28.

Il spos6b rozwigzania
Niech t oznacza czas (w godzinach) od momentu wigczenia pierwszej pompy do momentu
wlaczenia drugiej pompy. Poniewaz pierwsza pompa napetnia caty zbiornik w ciggu 12

godzin, wigc w ciggu 1 godziny napetnia % zbiornika. Podobnie druga pompa napetnia
zbiornik w ciggu 10 godzin, wigc w ciggu 1 godziny napetnia % zbiornika. W czasie t

zostanie wigc napetniona %t zbiornika. Poniewaz czas od chwili rozpoczgcia do chwili
zakonczenia napetniania zbiornika jest rowny 15% -9= 6% godziny, wigc obie pompy

pracowaty razem przez 6% —t godzin. Zatem napeknily w tym czasie
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(6;—t)(ﬁ+%)=6—<?— ) zbiornika. Otrzymujemy zatem rownanie
Bre§(%-)-1
S+ 3l

60 5 60 !

11 5+ _11 .17 _

sol-eot=335 L
637
60"~ 150

_371_o71 _o28
t = —5 = ZE = 26_ .
Zatem druga pompa zostata uruchomiona o 2 godziny i 28 minut pdzniej niz pierwsza, a wigc

0 godzinie 11:28.
Odpowiedz: Druga pompa rozpoczeta prace o godzinie 11: 28.

Schemat oceniania Il sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMIA ..ottt b et e b et nb e 1 pkt
Zdajacy obliczy wydajno$¢ jednej z pomp, np.: pierwsza pompa w ciggu 1 godziny napetnia
% zbiornika, druga pompa w ciagu 1 godziny napelnia % zbiornika.

Rozwigzanie, w kKtorym jest istotny Postep ..........ccccoooriiiiiiiicn e 2 pkt
Zdajacy wprowadzi jako niewiadoma t czas (w godzinach) od momentu wigczenia pierwszej
pompy do momentu wigczenia drugiej pompy oraz
e wyznaczy cze$¢ pojemnosci zbiornika, jaka napetnita pierwsza pompa w czasie t:

5t zbiornika
albo
e wyznaczy czas, w jakim pracowaty obie pompy w zaleznosci od t: 6% —t godzin.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...................cccoooi i 3 pkt
Zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma, np.: %t + %(3—54 — ) =1.

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwiazania (np. bledy rachunkowe) .................ccoooii, 4 pkt
Zdajacy rozwiaze

e réwnanie z niewiadoma t i na tym poprzestanie: t = 3L

albo

e zadanie do konca z bledami rachunkowymi.

Rozwigzanie bezbledne ... 5 pkt
Zdajacy obliczy, o ktorej godzinie rozpoczeta prace druga pompa: o 11: 28.

1 sposob rozwigzania
Poniewaz pierwsza pompa napetnia caly zbiornik w ciggu 12 godzin, wiec w ciggu 1 godziny
napetnia % zbiornika. Pierwsza pompa pracowata bez przerwy od godziny 9:00 do godziny

15: 48, a wiec przez 153—8 -9= 6% = %4 godziny. Napehita wiec w tym czasie % . %4 = %

zbiornika. Pozostatg czgs¢ % zbiornika napehita druga pompa. Poniewaz druga pompa

napetnia zbiornik w ciggu 10 godzin, wigc % zbiornika napeinia w ciggu 10- % = % = 4%

28

godziny. Zatem druga pompa rozpoczeta prace o godzinie 152—8 —4% = 15g'—8 —4% =1155,

awigco 11:28.
Odpowiedz: Druga pompa rozpoczg¢ta pracg o godzinie 11:28.
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Schemat oceniania 11 sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMIA .......ooviiiiiiiiiiii e b et e bbb 1 pkt
Zdajacy obliczy wydajno$¢ pierwszej pompy: pierwsza pompa w ciggu 1 godziny napetnia

% zbiornika, druga pompa w ciagu 1 godziny napelnia % zbiornika.

Rozwiazanie, w Ktorym jest iStotny Postep ...........cccccocvriiiiiiiiicni 2 pkt
Zdajacy obliczy, jakg cz¢$¢ zbiornika napetnita pierwsza pompa w ciggu catego swojego
Czasu pracy:

-3 =1L zbiornika.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..................ccooiiiiiii 3 pkt
Zdajacy obliczy, jakg czgs$¢ zbiornika napetnita druga pompa w ciggu catego czasu swojego
pracy: 3 zbiornika.

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslajg
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .............ccccocoiiiiiii 4 pkt

Zdajacy obliczy, w jakim czasie pracowata druga pompa: 4% godziny.

Rozwigzanie bezbledne ... 5 pkt
Zdajacy obliczy, o ktérej godzinie rozpoczeta pracg druga pompa: o 11: 28.
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